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Bevezeto matematika kémikusoknak Bevezetés

Bevezetés

Ez a jegyzet a két féléves "Bevezetd matematika kémikusoknak" el6addshoz késziilt.

Javasolt tankonyvek :

Freud Robert: Linearis Algebra
Laczkovich Mikl6s - T. S6s Vera: Analizis 1. (Nemzeti Tankonyvkiado),
Laczkovich Mikl6s - T. S6s Vera: Analizis I1. (Nemzeti Tankonyvkiado).

Ebben a jegyzetben bizonyitdsok nem szerepelnek. Az itt illetve az eldaddson szerepelt tételek bizonyitdsai
(4ltalaban) a fenti tankonyvekben megtaldlhatdak.
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Elso félév



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Nevezetes egyenl6tlenségek

1. Nevezetes egyenlotlenségek

Tétel: Bernoulli egyenlotlenség.
1+x)">1+n-zx, har >—-1,neN

Egyenl6ség csak akkor van, han = 0 vagy n = 1 vagy = = 0.
Definicié: Pozitiv szamok kozepei. Az a,, ao, . . ., a, pozitiv szamok

e szamtani (algebrai) kozepe (atlaga):

A:CL1+G2+"'+GJ”;

e mértani (geometriai) kozepe:

e harmonikus kozepe:
H =

1 1 1°
(3] a2 ap,

azaz a reciprokok szdmtani kdzepének a reciproka;

e négyzetes kozepe:

N_¢ﬁ+@+m+ﬁ
n

azaz a négyzetek szdmtani kdozepének a négyzetgyoke.

Tétel: Kozepek kozotti egyenlotlenségek.
H<G<ALN.

Egyenl6ség csak akkor van, ha az aq, as, . . ., a,, szdmok mind megegyeznek.

Tétel: Cauchy-Schwarz-BunyakovszKij egyenlotlenség.
Tetszbleges a1, as, ..., a, és by, ba, ..., b, valos szdmok esetén

ay-by+ay-bo+---+a, b, < \/a%+a%+...+a%.\/5%4_[)%_}_..._1_[)%’
és egyenldség csak akkor van ha minden b; = 0 vagy megadhat6 egy c valds szdm dgy, hogy

a1 =c-bi,aa=c-by,...,a, =c-b,.



Bevezeté matematika kémikusoknak 1. Koordinatarendszerek

2. Koordinatarendszerek

Definicio: Sikbeli Descartes-koordinatarendszer.

Az xy sikban egy tetszGleges P pontot egyértelmiien meghataroz egy (z,y) szampdr. Itt = a P pont y-
tengelytdl, y pedig az z-tengelytdl vald elGjeles tdvolsiga.

Definicié: Polarkoordinatak.

A sik egy P pontjanak poldrkoordinétdi az (r, @) szdmpar, ha r a P pont orig6tél mért tivolsdga,és igy
r > 0, a ¢ szog pedig az origébdl induld,a P ponton dtmend félegyenes és az z-tengely pozitiv fele altal
bezart, a pozitiv forgdsirdnyban mért szog, ezért 0 < ¢ < 2.

Az origbéhoz tartozé szdg nincs egyértelmiien meghatdrozva.

Tétel: A sikbeli Descartes-koordinatakra valo atszamitas.

I
I
I
I
I
I
¢ |
X

T =1T"-COSp
y=r-sineg
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Definicio: Térbeli Descartes-koordinatarendszer.

Az zyz térben egy tetszleges P pontot egyértelmiien meghatdroz egy (x, y, z) szamhdrmas. Itt = a P pont
yz-siktdl, y az xz-siktdl z pedig az xy-siktol valo eldjeles tavolsaga.

Definicié: Hengerkoordinatak.

A tér egy P pontjanak hengerkoordindtédi az (r,p, h) szdmhdrmas, ha az r a P pont z-tengelyt6l valé
tavolsaga, igy r > 0, ¢ a P pont xy-sikra valo vetiiletének az zy-sikbeli polarkoordinatak szerint kapott
szoge, ezért 0 < ¢ < 2, h pedig a P pont zy-siktdl valé elgjeles tdvolsdga.

Tétel: A térbeli Descartes-koordinatakra valé atszamitas.

T =1T-CoSp
y=r-sine
z=nh

Definicié: Gombi koordinatak.

A tér egy P pontjanak gombi koordinatéi az (r, 1, ¢) szamharmas, ha az r a P pont orig6tdl valé tavolsaga,
ésigy r > 0, ¥ a z-tengely pozitiv fele és az orig6bol hizott, P-n dtmend félegyenes éltal bezart szog, ezért
0 <9 <, ppedig a P pont xy-sikra valo vetiiletének a polarkoordinatak szerint kapott szoge, ami tehat
0<p<2m.
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Tétel: A térbeli Descartes-koordinatakra valo atszamitas.

xr=r-sind-cosp
y=r-sinv-siny

z=r1-cost
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3. Sik és térvektorok

Definicié: Vektor.

A sikban illetve a térben az iranyitott szakaszok osztilyait vektoroknak nevezziik. Két iranyitott szakasz
ugyanazt a vektort hatdrozza meg (ugyanabban az osztdlyban vannak), ha az egyik a masikba eltolassal
atvihetd.

Definici6: Helyvektor.
Az origdébdl induld, egy adott P pontba hizott irdnyitott szakasz a P pont helyvektora.
Az origé helyvektorat null-vektornak nevezziik. Jele: 0.

A sikban az x iranyid egységvektor i = (1,0), az y iranyu egységvektor j = (0,1).

A térben az « irdanyu egységvektor i = (1,0,0), az y iranyu egységvektor j = (0,1,0), az z iranyua
egységvektor k = (0,0,1)

Tétel: Minden vektor egyértelmiien azonosithat6 egy pont helyvektordval.

Definicio: Vektor miiveletek.
A vektorok kozt értelmezziik az osszeadast és a valos szammal (skalarral) valo szorzast. Az Gsszeadast
a paralelogramma szabdly szerint kaphatjuk meg, a skalarral valé szorzast pedig az (el6jeles) nyujtassal.

Tétel: Vektor miiveletek koordinatakkal. Ha a (a,, a,) és b (b, b,) két vektor a sikban \ pedig tetsz6le-
ges valds szdm, akkor

a+b =c(a+ by a,+by), Aa=c(A az - ay),
a=a;-i+a;-j.
Ha a (a,, ay, a;) és b (b,, by, b,) két vektor a térben \ pedig tetszSleges valés szam, akkor
a+b =c(a+by,a,+bya,+b,), Ara=c(A-az, A -ay,\-a,).
a=a;-i+a,-j+a. - k.
Tehat a Descartes-koordindtdkban adott pontok helyvektorain a miiveleteket koordindtdnként kell elvégezni.

Definicié: Vektor hossza és szoge.
Az a(x,y, z) vektor hossza, |a |, a megfelel$ pont tdvolsdga az orig6tdl. Tehat a térben

la| = a2+ y? + 22

Az a vektor szoge az origobdl indulé €s a vektornak megfelel6 ponton dtmend félegyenes és az z-tengely
"pozitiv fele" dltal meghatarozott szog. A null-vektornak nincs szdge !

Két vektor altal kozbezart szog a megfelels félegyenesekkel meghatarozott szog.

Definicio: Skalaris szorzat.
Két vektor, a és b skalaris szorzatan vagy skalarszorzatan az

a-b=lal-|b|-cosg
valés szamot értjiik, ahol ¢ a két vektor dltal kozbezart szog. A skaldris szorzatot jelolik még
ab é (a,b)
modon is.

Tehat a skaldris szorzat eredménye egy valds szam, nem pedig vektor !

-10- U



Bevezeté matematika kémikusoknak 1. Sik és térvektorok

Tétel: A skalarszorzat tulajdonsagai.

ea -b=>b-a, a skaldris szorzat kommutativ,
e (A\a)-b=2Xa-b), a skalar szorzo6 kiemelhetd,
ea-(b+c)=a-b+a-c, a skaldris szorzat disztributiv.

2
a-a=]|al".

Az a és b vektorok pontosan akkor merdélegesek egymasra, haa - b = 0.

A skalaris szorzat Kiszamolasa a sikban: a-b =a.b, + ayb,

A skalaris szorzat kiszamolasa a térben: a-b =a,b, +ayb, +a.b,

Definicié: Vektorialis szorzat.
Ha a és b két vektor a térben, akkor vektorialis szorzatuk az a ¢ vektor, amelyre

e [c|=a|-|b]|-siny,itt0 < ¢ < 7 akozbezart szog,
e c merdleges az a és b vektorokra,

e aza, b c vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak.

A vektoridlis szorzat jele: a x b

Tétel: A vektorialis szorzat tulajdonsagai.

eaxb=—(bxa), antikommutativ,
eax(b+c)=axb+axc, disztributiv,
e (Aa) xb =X\a xb), a skalar szorzoé kiemelhetd.

e Az a X b vektoridlis szorzat hossza a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete.
e K¢ét vektor pontosan akkor parhuzamos, ha vektoridlis szorzatuk nulla.

e Az a, b, c helyvektord térbeli pontok pontosan akkor vannak rajta egy egyenesen, mas szdval
kollinearisak, ha (b —a) x (c —a) = 0.

o A vektorialis szorzat kiszamolasa koordinatakkal :
hac = a x b, akkor

¢y = ayb, — a.by, ¢y = aby — agb,, ¢, = azby — ayb,

e A vektorialis szorzat Kiszamolasa szimbolikus determinanssal (Iasd determinansok):
hac = a x b, akkor

I J k Qa a a a a a
axb=ja, a el =110 =0 k)
b:p by bz Yy z X z x Yy

Definicié: Vegyes szorzat.
Harom térbeli vektor a, b, ¢ vegyes szorzata az

abc=(axb)-c

valds szam.

—11- U
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Tétel: A vegyes szorzat tulajdonsagai.

e abc =cab = —cba
e (Aa)bc =a(Ab)c =ab(Ac)=A(abc), a skalar szorzo kiemelhetd.
e ab(c +d)=abc +abd, disztributiv.

A vegyes szorzat Kiszamolasa determinanssal (1asd determinansok):
Ha a (a,, ay, a;), b (bs, by, b,) és ¢ (cz, ¢y, c,) a tér harom vektora, akkor

ay a, a,
abc =|b, b, b,
Co Cy Cs

e Az a, b, c, d helyvektord térbeli pontok pontosan akkor vannak rajta egy sikon, mds szdval
komplanarisak, ha (b —a)(c —a)(d —a) = 0.

—12- U
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4. Koordinatageometria

4.1. Sikbeli egyenesek
Tétel: A sikbeli egyenes egyenletei.

e Az egyenes altalanos egyenlete.
Ar+By+C=0, vagy Ax+ By=D.
Itt A és B nem lehet egyszerre nulla, azaz

A%+ B? £0.

e Egyenes megadasa normalissal.
Egy, az e egyenesre merSleges n # 0 vektort az egyenes normalisanak neveziink. Az ro(zo, o)
ponton atmend n (n,, n,) normalvektord egyenes egyenlete:

NgeT + Nyl = Ny + Ny Yo-
Tehét az altalanos egyenletben szereplS (A; B) éppen egy normalvektort hatdroz meg.

e Egyenes vektoregyenlete.
n(r —rg)=0 illetve nr =nry,

ahol n # 0 az egyenes egy tetszdleges normadlisa.

Ha az egyenes iranyvektora (az egyenessel parhuzamos irdnyud vektor) v (a, ), akkor az egyenes

egy normalvektora
n(—b,a).

e Egyenes meghatarozasa iranytangenssel.
Ha az egyenes nem parhuzamos az y-tengellyel, akkor az egyenlete

y=mz+b

alakban irhatd, ahol m az egyenes iranytangense, azaz az egyenes és az x-tengely altal bezart szog
tangense, b pedig az egyenes altal az y-tengelybdl kimetszett szakasz eldjeles hossza.

e Az y-tengellyel parhuzamos egyenes egyenlete.
Ha az egyenes az x-tengelyt c-ben metszi és parhuzamos az y-tengellyel, akkor egyenlete :

Tr =c

e Két ponton atmené egyenes egyenlete.
Ha Pi(z1,11) és Py(x2,y2) egy egyenes két kiillonbozd pontja és z1 # x5, azaz az egyenes nem
parhuzamos az y-tengellyel, akkor egyenlete

Y2
To — X

(x —x1) + 1

—13- U
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e Tengelymetszetes alak.
Ha az egyenes egyik koordinata tengellyel sem parhuzamos, akkor egyenlete

r oy
7
a+b

alakban irhatd, ahol a az z-tengellyel, b pedig az y-tengellyel valé metszet elGjeles hossza.

4.2. Térbeli egyenesek

Tétel: A térbeli egyenesek egyenletei.

e Egyenes paraméteres egyenlete.
A P(x¢,yo, 20) ponton dtmend v (a; b; ¢) irdnyvektord (az egyenessel parhuzamos irdnyd vektor) tér-
beli egyenes paraméteres alakja:

r =19+ at, Yy = yo + bt, z=2zy+ct

Itt ¢ tetszGleges valos szam, a " paraméter"”. Vektor alakban, ha r (z,y, z) jeloli az egyenes egy
tetszOleges pontjit, r o pedig a P pont helyvektora, akkor

r =ro+t-v

e Egyenes egyenletrendszere.
Ha az a, b, ¢ szdmok koziil egyik sem nulla, azaz v egyik koordinatasikkal sem parhuzamos,
akkor az egyenes egyenletrendszere :

T—Zo Y—Y ~Z— %
a b c

4.3. A sikok a térben
Tétel: A sikok egyenletei.

e A sik altalanos egyenlete.
Ar+By+Cz+ D=0 lletve Ax+ By+Cz=FE.
Itt A, B és C nem lehet egyszerre nulla, azaz
A*+ B*+C*#0.

¢ A sik vektoregyenlete.
Ha a sik egy pontjanak helyvektora r 3, egy normalisa (a sikra merdleges nem nulla vektor) pedig
n, akkor a sik vektoregyenlete :

n-(r—rop)=0 illetve nr =nry.

Tehét az altalanos egyenletben szerepl6 (A; B; C') éppen egy normélvektort hatiroz meg.

Megjegyzés: Az egyenes illetve a sik normalis vektorral megadott vektoregyenletei formalisan azonosak,
de az egyik a sik vektorai, a masik a tér vektorai kozott ad meg egy Osszefiiggést!

14— y
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5. Linearis egyenletrendszerek

5.1. Harom ismeretlenes egyenletrendszer

Definicié: Harom ismeretlenes linearis egyenletrendszer definicigja.
Az x, y, z ismeretlenekre felirt

anr + apy + azz = b
anr —+ a2y + 932 — bg
as1T + Qasy + aszz = bg

egyenletrendszert harom ismeretlenes linearis egyenletrendszernek neveziink.
Itt az a;;,0; 1+ = 1,2,3, j = 1,2,3 adott valés szamok. Az a,; szdmokat az z, y,  ismeretlenek egyiittha-
téinak nevezziik.

Az (a,b,c) szamharmas a fenti egyenletrendszer egy megoldasa, ha rendre z helyébe az a szamot, y helyébe
a b-t, z helyébe pedig c-t irva azonossigot kapunk.

Példaul, ha a harom egyenlet harom sik dltaldnos egyenletét adja meg, akkor az egyenletrendszer megoldasai
azoknak a pontoknak a koordinétait adjdk meg amelyek mind a hdarom sikban benne vannak.

Egy ilyen egyenletrendszernek lehet pontosan egy megoldédsa (hdrom &ltaldnos helyzeti sik), végtelen sok
megoldasa (példdul egy egyenes minden pontja), de lehet, hogy egy megoldds sincs (példaul ha két sik
parhuzamos a harom koziil).

Tétel: Az egyenletrendszer megoldasai nem valtoznak, ha

e két sort felcseréliink,

e az egyik egyenlet mindkét oldalat egy nem nulla szimmal beszorzunk,

e az egyik egyenlet egy konstans-szorosit egy mdsikhoz hozzaadunk.
Tétel: Gauss eliminacio.

Az itt felsorolt 1épések egymdsutini alkalmazdsaval minden oszlopban egy kivételével kiejthetjiik az osz-
lopban szerepl§ ismeretlent. Igy végiil a kovetkezd, az eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kaphatjuk :

Anzr + Apy + Az = B
Ay + Az = DBy
A33Z = Bg

Az eljaras sordn, amit Gauss-eliminacionak neveziink, az is feltehets, hogy az Ay;, Asy, A3z szamok
mindegyike vagy 0, vagy 1. Most mar konnyen megkaphatjuk az egyenletrendszer 6sszes megoldasat:

e Ha Aj; # 0, akkor z egyértelmiien kifejezhet6 a harmadik egyenletbdl.
e Ha A33 = 0és B3 = 0, akkor a z ismeretlen értéke tetszSleges lehet.

e Ha A33 = 0és By # 0, akkor az egyenletrendszer ellentmonddsos, nincs megoldas.

Ha nem az utolsé eset kovetkezett be, akkor az elsd két egyenletet atrendezve, z helyébe egy lehetséges
értéket irva, az
Anr + Apy = G
Apy = O
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P ad

kétismeretlenes egyenletrendszert kapjuk. Az el6z6ekhez hasonléan, most az y ismeretlent kaphatjuk meg,
vagy ellentmonddsra jutunk a masodik egyenletbdl. Végiil mar csak egy egyenlet marad, ha eddig nem volt
ellentmondasos egyenlet (bal oldal nulla, jobb oldal nem nulla):

AH(L’ = D1
Ennek megolddsa mar nem okozhat gondot.

5.2. Determinansok

Definicié: Az n-ed rendii determinans n x n darab, négyzet alakban elrendezett szamhoz rendel egyetlen
szamot. Jelolése:

11 Q12 - Aip
G21 Q22 -+ QAgp
D =
ap1 Qp2 " Qnpp
Itt az a1y, ass, - - - , an, Szdmokat a determinans foéatlojanak nevezziik.

Megjegyzés: A sok lehetséges hozzarendelés koziil azt az egyet nevezziik determindnsnak, amelyre a ko-
vetkez6 tétel Osszes allitdsa teljesiil. Annak beldtdsa, hogy ez egyértelmiivé teszi a determindns definiciéjat,
til megy ennek a jegyzetnek a keretein.

Tétel: A determinans tulajdonsagai.
e Ha a determindns egy sordt egy szdmmal megszorozzuk, értéke is ezzel a szdimmal szorzodig.
— Specidlis esetként, ha a determindns egy soranak minden eleme 0, akkor értéke is 0.

e Ha a determindns két sordt felcseréljiik, az értéke (—1)-szeresére valtozik.

e A determindns értéke nem véltozik, ha egyik sordhoz hozzdadjuk valamely mésik sor szdm-szorosat.
e A determinans értéke nem valtozik, ha a féatlora titkkrozziik az elemeit. Eszerint
— minden szabdly amit sorokra mondtunk ki érvényben marad oszlopokra is.

2 2

e Ha a D determinéns f6atldja alatt csupa O all azaz a;; = 0 ha ¢ > j, akkor a determindns értéke a

n
f6atlobeli elemek szorzata, D = H Qs
i=1

Mi egyel6re csak a mdsod €s harmadrendii determindnsokkal foglalkozunk. Jegyezziik meg azért, hogy az
elsérendd determindns egyszeriien az az egyetlen szdm, ami az 1 x 1-es tdbldzatban szerepel.

Tétel: A determinans Kiszamolasa.

e Masodrendii determinans Kiszamolasa:

= Q11 " Q22 — Q12 * A21

e Harmadrendi determinans kiszamolasa:

11 Qa2 Q13

Q22 A23
D = las agx a|=an -

a3z Q33

Q21 G22
31 a32

31 d3zz2 33
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Definicié: Egyenletrendszer determinansai.
Vizsgéljuk meg tjra az

anr + apy + aizz = b
anr —+ a2y + 932 — bQ
as1T + Qasy + aszz = bg

harom ismeretlenes linedris egyenletrendszert! Az egyenletrendszer egyiitthat6ibol képzett

11 aiz2 A3
D = |ag1 az ass
a31 daz2 G33

harmadrendli determinanst az egyenletrendszer determinansanak nevezziik. Még harom determinanst
kaphatunk, mégpedig ugy, hogy D egy-egy oszlopét kicseréljiik az egyenletrendszer jobb oldalan 4116 sz4-
mokkal. Tehét

by a2 a3 a;; b1 ags a; a2 b
D, = by az az|, Dy = |ag1 by ags|, D, = a1 axn b
bs asy as3 asz; bz ass as; aspy bs

Tétel: Cramer-szabaly.
A Cramer-szabdly szerint a fenti egyenletnek pontosan akkor van egy és csak egy megoldasa, ha D # 0,
mégpedig

Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy a Gauss-eliminécio 1ényegesen kevesebb szamolast igényel, mint a négy
determindns kiszamoldsa !
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6. Komplex szamok

6.1. Komplex szamok algebrai alakja

Definicié: Komplex szamok definicidja, jelolések.

A komplex szamok halmaza a valos szamkor olyan bdovitése, melyben elvégezhetd a negativ szambol
val6 négyzetgyokvonas.

A komplex szamok halmazat C betiivel jeloljik. Imaginarius (képzetes) egységnek az egyik olyan
komplex szdmot nevezziik, amelynek a négyzete -1. Ennek jele i. Tehdt i2 = —1. A komplex szdmokat
azonosithatjuk az xy-sik pontjaival. Ekkor 1 = (1,0), i = (0,1) és a sik egy tetszSleges (a, b) pontjanak a
z = a+b-1 komplex szamot feleltetjiilk meg. Eszerint a jelolés szerinta z = a + b -1 kifejezést a z komplex
szam algebrai alakjanak nevezziik. Kényelmi okokbdl b és i sorrendje felcserélhetd, illetve a + jel helyett
— is frhato, ha az eredeti jel6lés szerint b negativ szam lenne. Példaul

1+V3-i=1+4iV3 é 1+(=2)i=1—2i
kényelmesebb jelolést eredményez.
Ha z = a + b - i egy tetszleges komplex szam, akkor z valds része
Rez=a

képzetes (imaginarius) része pedig
Imz=1»

Az origénak megfeleld 0 + 0 - 2 komplex szdmot tovdbbra is 0-val jeloljiik.

6.2. Miiveletek a komplex szamok korében

Definicié: A miivelek definicigja algebrai alakban.
Legyen u = a + bi és v = ¢ + di két komplex szam.

o Két komplex szam osszege.
ut+v=(a+c)+ (b+d)

azaz Osszeadjuk a valds és képzetes részeket.

e Két komplex szam szorzata.
u-v = (ac — bd) + (ad + be)i

Ez utébbit tigy kaphatjuk meg, hogy a (a + bi) - (¢ + di) kifejezésben felbontjuk a zarjeleket €s
kihaszndljuk, hogy i - 1 = —1.
e Komplex szam konjugaltja.
u=a—0b

jeloli az u komplex szam konjugaltjat. Ez a megfelels sikbeli pont x tengelyre valo tiikrozése.

e Komplex szam hossza.

lu| = Va2 + b?
az u komplex szdm hosszat. Ez éppen az u komplex szamnak megfeleld helyvektor hossza.

A miiveletek alkalmazdsaval kapjuk, hogy

wf>=wu-u, azaz |ul=Vu-u
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Két komplex szam kiilonbsége.

u—v=u+(—lv=(a—c)+ (b—d)i

Komplex szam reciproka.

Ha u # 0, akkor
[ a b . a b

- |’U/’2 - |U‘2 |U‘2Z - a2_|_b2 - a2 +b22

Két komplex szam hanyadosa.
Ha v # 0, akkor

ac+bd+bc—ad,
= 7
Erd@ AP

S{IRS]

Gyokvonas. Az u komplex szamnak négyzetgyoke a z = x + yi szam, ha
u=2"=(r+yi) (¢ +yi) = (2" —y*) + 22y -

Eszerint a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk z-re és y-ra:

22y = b

Ez mindig megoldhatd, és u # 0 esetén mindig pontosan két kiilonb6zé megoldas van.

Tétel: A fenti miveletek tulajdonsdgai ugyanazok, mint amit a valds szamokndl megszokhattunk. Ne fe-
ledjiik azonban, hogy a komplex szdmok korében nincs rendezés, azaz nincs értelme megkérdezni, hogy
melyik komplex szdm nagyobb a mdsiknal.

6.3. Komplex szamok trigonometrikus alakja

Definicié: Trigonometrikus alak. A sik pontjait polarkoordindtakkal is felirthatjuk. Ha z = a + tb és a
neki megfelel§ c (a, b) sikvektor hossza r = |z|, szge pedig , akkor

a=r-cosp, b=r-siny
és igy
z =r(cosp + isinyp)
Ezt a kifejezést a z komplex szam trigonometrikus alakjanak nevezziik.
Tétel: A miiveletek trigonometrikus alakban.

e Szorzasi szabaly.
A zy = ri(cosp + isiny) és zo = ry(cost) + isine)) komplex szdmok szorzata trigonometrikus
alakban:
21 - 22 = ri72(cos(p + ¥) +isin(p + ),

azaz a hosszakat 6sszeszorozzuk, a szogeket pedig 0sszeadjuk.

e Hatvanyozas.
Ha n egy egész szam, z = r(cos ¢ + i sin p),akkor

n

2" = r"(cos(ny) + isin(nyp))
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e Moivre-képlet.
Az egység hosszi (r = 1) komplex szdm esetén kapjuk a Moivre-képletet:

(cos p + isin)"™ = cos(ny) + isin(ny)
e Gyokvonas. A gyokvonds trigonometrikus alakban:
Vz = ﬁ(cos(g + km) + isin(g + km))

ahol £ = 0 vagy k£ = 1 lehet.

e Egész kitevos gyokok.
Ha n egy pozitiv egész szam, z = r(cos ¢ + i sin ¢),akkor

2k 2k
n n

Vz = {/r(cos(

ahol £ =0,1,...,n — 1 lehet.

)

-20- U



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. A fliggvény fogalma

7. A fiiggvény fogalma

Definicié: A fiiggvény.

Ha A és B két tetszSleges halmaz, akkor egy A-bdl B-be hato f fiiggvény az A halmaz minden eleméhez
hozzarendeli a B halmaz egy elemét. A fiiggvény jele:

f:A—B

Ha a az A halmaz egy tetszSleges eleme, akkor f(a) az f figgvény egyetlen értéke az a-ban.

Ha a fiiggvény daltal 1étesitett hozzarendelés egyszer(, képlettel leirhatd, megengedett a fiiggvény jelolése-
ként a képletet hasznélni. Példaul
idg :R—> R, idg(z) ==

helyett elég z illetve y = x jelolést haszndlni. Hasonldan tovabbra is hasznélhatjuk az z2, /x jeloléseket a
megfeleld fiiggvények megadasara.

Definicié: Ertelmezési tartomany, értékkészlet.

Az A halmazt az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak nevezziik, jele Dy vagy D(f).
A fuggvény értékkészlete, R, vagy R(f), a felvett értékek halmaza:

Ry = {f(a) :a € A}
Az értékkészlet tehat része a B halmaznak, de nem feltétlen egyenls vele.
Definicié: Fiiggvények egyenlosége.

Két fiiggvény f és g pontosan akkor egyezik meg, ha megegyezik az értelmezési tartomdnyuk €s a kozos
értelmezé€si tartomany minden pontjdban ugyanazt az értéket veszik fel. Matematikai jelekkel:

D;=D, é YaeD;(f(a)=gla))

Definicio: Grafikon.
Az f fiiggvény grafikonja
graf f = {(a; f(a)) - a € A}
Az f fuggvény grafikonja tehdt rendezett parokbol all és igy része A x B-nek, az A és B halmazok
Descartes-szorzatanak.

Definicié: Kompozicié. Ha f és g két fiiggvény, akkor a h = f o g Osszetett fiiggvény értelmezési tarto-
ménya
D, ={x € D, :g(x) € D¢}

és minden x € D), esetén

hz) = (fog)x)= f(g(x)).
Ha h = f o g, akkor az f az Osszetett fiiggvény kiilso fiiggvénye, és g a belso fiiggvénye.
Megjegyzés:

El6fordulhat, hogy a fenti definicié esetén olyan A fiiggvényt kapunk, amelyre D), = (), azaz a fiiggvény
sehol sincs értelmezve. A tovdbbiakban ezt az ,,iires” fiiggvényt (azonosithatd az iires halmazzal) nem
tekintjiik fliggvénynek.

Definicié: Inverz fiiggvény.
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Azt mondjuk, hogy az f : A — B fiiggvény egy-egy értelmii vagy kolcsonosen egyértelmi illetve

7 2

invertalhaté, ha az f fliggvény kiilonboz6 A-beli pontokhoz kiilonbozo értékeket rendel.

Azt mondjuk, hogy a g fiiggvény az f egy-egy értelmi fiiggvény inverz fiiggvénye, vagy roviden inverze,
ha

Dg = Rf;
g(b) = a akkor és csak akkor, ha f(a) = b.
Egy fiiggvénynek csak egy inverze lehet, ennek jele f~'.

A fentiekbdl kiolvashat6, hogy inverz inverze az eredeti fliggvény, azaz
(fHt=r

Ha A és B a valés szamok egy részhalmaza,akkor az f : A — B fiiggvényt valés fiiggvénynek nevezziik.
A tovédbbiakban fiiggvényen, ha mdst nem mondunk, valos fiiggvényt értiink.

7.1. Néhany egyszerii fiiggvénytipus
Definicié: Linearis fiiggvények.

Az f(x) = mx+bvagy y = max+b alaki fuggvényeket linearis fiigg-
vényeknek nevezziik. Itt m és b dlland6. Az elnevezést az indokolja, ~ yoremd
hogy grafikonjuk a sikban egyenes. Itt m az egyenes meredeksége, b f
pedig az y tengellyel valé metszéspontja az egyenesnek. —

Abban a specidlis esetben, amikor m = 0, azaz a fiiggvény grafikonja _
egy vizszintes egyenes, konstans fiiggvényrol beszéliink.

Definicié: Hatvanyfiiggvények.

Az f(x) = x® vagy y = x* alakd fiiggvényeket hatvanyfiiggvényeknek nevezziik. Itt a egy dllandé, a
hatvany kitevGje. Ha a kitevd egy pozitiv egész szam, akkor a fiiggvény értelmezési tartomanya az egész
szamegyenes. Ha a kitevd negativ, akkor a fiiggvény nincs értelmezve 0-ban.

©
bW s w
P S

s70 22

A tortkitevojii hatvanyfiiggvények koziil kiillonosen fontos az
f(z) = x = /2 négyzetgyokfiiggvény és az f(z) = /z =
kobgyokfiiggvény. 2 y=lx
A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya és értékkészlete a .
[0, 00) félegyenes, azaz a nemnegativ valés szamok. A kobgyokfiigg-
vény értelmezési tartomdnya és értékkészlete a (—oo, 00) egyenes, az-
az az Osszes valos szam.

1/3 y=yx
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Definicié: Exponencialis fiiggvények.

Az f(x) = a" alaki fiiggvényeket a-alapi exponencialis fiiggvé-
nyeknek nevezziik. Itt az a alap csak pozitiv, 1-t6] kiilonb6z6 szam
lehet: a > 0 és a # 1. Az exponencialis fiiggvények értelmezési tarto-
manya (—o0, 00), értékkészlete pedig (0, 00).

Definicié: Logaritmusfiiggvények.

Az f(x) = log,z alakud fiiggvényeket a-alapi logaritmusfiiggvé-
nyeknek nevezziik. Ezek az exponencidlis fiiggvények inverzei. Az
alap itt is csak pozitiv, 1-t6l kiillonb6z6 szam lehet: @ > 0 és a # 1.
A logaritmusfiiggvények értelmezési tartomanya (0, co), értékkészlete
pedig (—o0, 00).

y=log,(x)
y=log(x)

y=log,  (x)

y=log, (x)

o

Definicié: Trigonometrikus fiiggvények.

Az alabbi dbrakon a négy legismertebb trigonometrikus fliggvény grafikonja lathat6. Koziiliik a sinz és a
cos x mindeniitt értelmezve van, értékkészlete a [—1,1] zdrt intervallum és 27 szerint periodikus.

T
A tg x fliggvény nincs értelmezve ott, ahol a cos x fliggvény értéke 0, azaz az x = 5 + k7 helyeken, ahol
k tetszOleges egész szam.

A ctgx fiiggvény nincs értelmezve ott, ahol a sin z fliggvény értéke 0, azaz az x = km helyeken, ahol k
tetszGleges egész szam.

A tgx és a ctg x fuggvény értékkészlete (—oo, 00) és 7 szerint periodikus.

lV\ /—’\
N’M 051 Wn %31{ OJ u.swn
1 -1

Yy =sinx Yy = COS T

y=tgx
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7.2. Miiveletek fiiggvényekkel

Definicié: Algebrai miiveletek.

Ha f(x) és g(x) két valds fuggvény, c pedig tetszleges valds szam, akkor

. (ef)(x) = cf(e). D(ef) = D(f)
o (f+9)(x)=f(x)+g(x), D(f+g)=D(f)ND(g)
¢ (f ~9)@)= F(z) ~ g(x). D(f ~g) = D(H)ND(s)
¢ (fo)le) = fwgle).  Dlfg) = D(f)N Dig)

I\ (g = £ Iy Z v  g(x) =
s (L) -1, D (L) = pthn b\ 1o € Do) - gt) =0}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 12 3 4 5 6 T 8

Két fiiggvény osszege Két fiiggvény szorzata

Definicio: Osszetett fiiggvény vagy kompozicio.

(fog)(z)=f(g9(x), D(fog)={xe D(g):g(x)e€ D(f)} v (sinx) + 1)
Az f(z) = 2* és g(x) = sinz + 1,az (f o g)(x) = (sinz + 1)*és a |
(g0 f)(z) = sin(z?) + 1 fiiggvények grafikonjai ldthatéak az &brén. e
I X T y:sin(xz) +1
Fiiggvények
Osszetétele

7.3. Fiiggvénytranszformacio

Fiiggoleges eltolas:

Az y = f(x) + c kifejezés az f(x) grafikonjat
felfelé tolja c-vel, ha ¢ > 0 és lefelé |c|-vel, ha
c < 0.

Vizszintes eltolas:

Az y = f(x + c) kifejezés az f(x) grafikonjat
balra tolja c-vel, ha ¢ > 0 és jobbra |c|-vel, ha
c < 0.

y=(x+2)?
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A fiiggvény fogalma

Fiiggoleges nyujtas:

Az y = cf (z) kifejezés az f(x) grafikonjit az y
tengely irdnyédban c-szeresére nyujtja, ha c > 1
és 1/c-ed részére zsugoritja, ha 0 < ¢ < 1. Ha
pedig ¢ = —1, akkor tiikrozi az x tengelyre.
Vizszintes nyujtas:

Az y = f(cx) kifejezés az f(x) grafikonjat az x
tengely irdnyaban 1/c-szeresére nytjtja, ha 0 <
< ¢ < 1és c-ed részére zsugoritja, hac > 1. Ha
pedig c = —1, akkor tiikrozi az y tengelyre.
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8. Hatarérték, folytonossag

8.1. Fiiggvény hatarértéke

Pillanatnyi sebesség.

Tekintsiik az egyenesvonald mozgast végzo testet. Ha az adott ¢ idGpontban a helyzetét s(t) jeloli, akkor a £
s(t) — s(to)
t—to
a ty idépontban ? Nyilvan minél kisebb a ¢ és ¢, id6pontok tavolsiga, az atlagsebesség anndl jobban kozeliti

a pillanatnyi sebességet.

és t id6pontok kozott az atlagsebessége . Hogyan kaphatndnk meg a test pillanatnyi sebességét

Sikgorbe érintdje.
Szeretnénk meghatdrozni egy adott sikgorbe érintdjét a gorbe egy adott (a;b) pontjdban. Az egyszerliség
kedvéért tegyiik fel, hogy a gorbe egy f(x) fiiggvény grafikonja. Ekkor tehdt b = f(a). Ismerjiik a keresett
egyenes egy pontjdt, az érintési pontot, ezért elég megadnunk az érintd meredekségét. De hogyan ? Megint
szemléletesen elég nyilvanvald, hogyha tekintjiik a gorbe egy masik (x; f(z) pontjat, akkor a két ponton at
f(x) — f(a)

r—a

huzott hir meredeksége, anndl jobban megkdzeliti az érintd meredekségét, minél kisebb a két

pont tavolsaga.

Valgjaban mindkét esetben egy matematikai fogalom segitségével kaphatjuk meg a keresett szdmokat és ez
a hatarérték fogalma.

Definicio: Kornyezet.

Legyen a egy pont a szdmegyenesen. Az (a — ¢, a + 0) alakd nyilt intervallumokat az a szam kornyeze-
teinek nevezziik.

Az [a,a + §), illetve az (a — J, a] alakd intervallumokat az a szam jobb oldali illetve bal oldali kérnye-
zetének nevezziik.

Az a szam pontozott kornyezetei az (a — d,a +0) \ {a} = (a — 6, a) U (a, a + ¢) alaki halmazok.

Az (a,a + 9), illetve az (a — 0, a) alakd (nyilt) intervallumokat az a szdm jobb oldali illetve bal oldali
pontozott kornyezetének nevezziik.

A oo kornyezeteinek nevezziik a (K, co) alaki félegyeneseket, ahol K tetsz6leges valds szam.

A -oo kirnyezeteinek nevezziik a (—oo, K) alaku félegyeneseket, ahol K tetszSleges valds szam.

Definicié: Fiiggvény hatarértéke.

Legyen f egy valos fiiggvény, a pedig egy valés szam. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az
a pontban a b valés szam, ha a fiiggvény értelmezve van az a pont egy pontozott kornyezetében és minden
pozitiv ¢ szdmhoz, taldlhat6 egy olyan pozitiv § szdm, hogy | f(z) — b| < e, hax # a és |x — a| < 0, azaz

Ve>03>0Vae (0<|z—al<d = |f(z)—b| <e).

A hatarértéket igy jeloljiik:
lim f(z) =b illetve f(z) =30,

Tr— a

Tétel: Miiveleti szabalyok.
Ha az f(x) és a g(x) fiiggvényeknek van hatdrértéke az a pontban akkor
e az Osszeg fliggvénynek is van hatarértéke €s

lim(f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(=);
Tx—a T—a z—a
e a szorzat fliggvénynek is van hatarértéke és

lim (f(z) - g(x)) = (lim f(2)) - (lim g(2));

r—a
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e a hdnyados fiiggvénynek is van hatdrértéke ha lim g(z) # 0,és

Tr—a

o f@) )
o g(x)  lim g(x)

r—a

e ha k € NT egy rogzitett pozitiv egész, f(x) > 0 vagy k pératlan, akkor az f fiiggvény k-adik
gyOkének is van hatdrértéke és
lim {/ f(z) = §/lim f(z
r—a r—a
Tétel: Hatarérték és egyenlotlenségek.
Tegyiik fel, hogy az f(x) és a g(x) fiiggvényeknek van hatarértéke az a pontban.
e Ha f(z) < g(z) akkor lim f(z) < lim g(z).
Tr—a Tr—a
e Halim f(z) < lim g(z), akkor f(z) < g(z) az a pontnak egy pontozott kornyezetében.
Tr—a T—a

Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy a masodik éllitasban "<" helyett nem irhatunk "<"-t!

Tétel: Rendor szabaly.
Tegyiik fel, hogy f(z), g(x), h(z) értelmezve van az a pont egy pontozott kornyezetében és itt minden x
esetén f(x) < g(x) < h(x). Hamost az f(x) és h(z) fiiggvényeknek van hatarértéke az a pontban és ezek
megegyeznek,
lim f(z) = lim A(z) = b,
akkor a kozbezart g(x) fuggvénynek is van hatarértéke a-ban és
lim g(x) = b.

Tr—a

Tétel: Helyettesitési szabaly.
Ha lim f(z) = bés x # aesetén f(x) # bés liIIll) g(y) = ¢, akkor
T—a y—>

lim g(f(x)) = c.

r—ra

Definicié: Tovabbi hatarérték fogalmak.

e A végtelen mint hatarérték.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az a pontban oo,

lim f(z) = oo illetve f(z) =3 oo,

r—ra

ha minden K szdmhoz taldlhaté egy § > 0 szdm, hogy f(z) > K hax # a és |x — a| < 0, azaz

VK3Iéi>0Ve (0<|z—a|l <d = f(z) > K).

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az a pontban —oo

lim f(z) = —oco illetve  f(z) ™% —o0,
Tr—a

ha minden K szdmhoz taldlhaté egy 0 > 0 szdm, hogy f(z) < K hax # a és |z — a| < I, azaz

VK3Ii>0Ve (0<|z—a|l<d = f(z) < K).
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e Jobb és baloldali hatarérték.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény jobboldali hatarértéke az a pontban b,

lim f(z)=b illetve f(z) =% b,

Tr—a

ha a fliggvény értelmezve van az a pont egy jobboldali pontozott kornyezetében, €s minden pozitiv £
szdmhoz taldlhat6 egy 0 > 0 szdm, hogy |f(z) —b| < chaa < x < a+ ¢, azaz

Ve>03d>0Var(a<z<a+d= |f(z)—b <e.

— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény baloldali hatarértéke az a pontban b,

lim f(z)=0b illetve f(z)™=> b,

Tr—a—
ha a fliggvény értelmezve van az a pont egy baloldali pontozott kdrnyezetében, és minden pozitiv £
szdmhoz taldlhat6 egy 0 > 0 szdm, hogy |f(x) —b| <chaa — 0 < x < a, azaz

Ve>03dd>0Ve(a—d<zr<a= |f(x)—0b <e.

e Hatarérték a végtelenben.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke a co-ben a b valés szam,

lim f(z) =b illetve f(z) =30,

T—>00
ha a fiiggvény értelmezve van az co egy kornyezetében,azaz egy (L, co) alakd félegyenesen és bar-
hogy megadva egy pozitiv ¢ szamot, taldlhaté egy olyan K szdm, hogy |f(z) —b] < ehaz > K
azaz

Ve>03KVa(r>K = |f(x)—b| <e).

e Hasonl6képpen definidlhatjuk azt is, hogy egy fliggvény hatarértéke a a-ban jobbrdl vagy balrdl il-
letve a végtelenben végtelen vagy minusz végtelen €s azt is, hogy egy fiiggvény hatarértéke —oo-ben
b, oo, —o0.

Definicié: Hatarérték altalanos definicigja.

A fenti hatarérték fogalmak egy kozos definicidéban is megfogalmazhaték. Az f fliggvény hatarértéke az o
helyen 3 ha f értelmezve van « egy (pontozott) kornyezetében és barhogy vdlasztva 5 egy V' kornyezetét,
megadhaté az « egy U (pontozott) kdrnyezete tigy, hogy minden = € U, x # « esetén f(x) € V.

A kiilonboz6 hatarérték fogalmak csak abban kiilonboznek egymastol, hogy mit neveziink « illetve 3 kor-
nyezetének.

Tétel: Kritikus hatarértékek.

A hatarértékre vonatkoz6 miveleti szabdlyok legtobbje kiterjeszthetd azokra az esetekre is, amikor a fiigg-
vények végtelenbe tartanak. A kivételes eseteket, amikor nincs érvényes szabdly, kritikus hatarértékek-
nek nevezziik. Pontosabban megfogalmazva:

e Végtelen + véges = végtelen.
Végtelen + végtelen = végtelen.
00 + (—00): kritikus.

e Végtelenszer nem nulla = végtelen.
Végtelenszer végtelen = végtelen.
Végtelenszer nulla: kritikus.
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e Végtelen per nem nulla = végtelen.
Véges per végtelen = nulla.
Végtelen per végtelen: kritikus.
Nulla per nulla: kritikus.
Nem nulla per nulla: végtelen, ha a nevezd nem vélt elgjelet, egyébként kritikus.

8.2. Folytonos fiiggvények

Definicié: A folytonossag definicidja.
e Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az a helyen, ha a fiiggvény értelmezve van az a pont

egy kornyezetében, azaz
= >O(a—50,a+50) CDf,

és barhogy megadva egy pozitiv € szamot, taldlhaté egy olyan pozitiv d, hogy f(z) és f(a) eltérése
kisebb mint £ ha az = pont és az a tdvolsdga kisebb mint ¢, azaz

Ve>03d>0Vx (jlx—al <d = |f(x)—b| <e).

e Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény jobbrdl folytonos az a pontban, ha a fiiggvény értelmezve van
az a pont egy jobboldali kdrnyezetében é€s minden pozitiv £ szamhoz megadhat6 egy pozitiv ¢ 4gy,
hogy z € z € [a,a+ 0) esetén |f(z) — f(a)| < e, azaz

Ve>03d>0Vax (a<zx<a+d= |f(x)—b| <e).

e Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény balrél folytonos az a pontban, ha a fliggvény értelmezve van az
a pont egy baloldali kornyezetében és minden pozitiv € szamhoz megadhaté egy pozitiv § gy, hogy
x € (a—6,a]esetén | f(x) — f(a)| < ¢, azaz

Ve>03d>0Vae(a—0<z<a=|f(z)—bl <e).

Tétel: Hatarérték és folytonossag kapcsolata.

e Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az a pontban, ha az a pontban létezik a fliiggvény

s 2 2 2

o2 2

e Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos balrél az a pontban, ha az a pontban 1étezik a fiiggvény
baloldali hatdrértéke és az megegyezik az f(a) helyettesitési értékkel.

Definicié: Szakadasi pontok.

Ha egy fiiggvény értelmezve van az a pont egy pontozott kornyezetében, de itt nem folytonos vagy nincs is
értelmezve, akkor az a pontot az f fiiggvény szakadasi pontjanak nevezziik.

Ha egy szakadasi pontban a fiiggvénynek mindkét oldalrél van véges hatarértéke, akkor az a-t elsofaju
szakadasnak nevezziik.

Specidlisan ha az f-nek van véges hatarértéke a-ban (azaz a kétoldali hatarértékei megegyeznek és végesek)
az a pontot megsziintethet6 szakadasnak nevezziik.

A nem elsofaju szakadasi helyeket masodfaji szakadasoknak vagy (elsGsorban komplex fiiggvények
esetén) lényeges szingularitasoknak nevezziik.

Tétel: Miiveleti szabalyok.

e Folytonos fliggvények 0sszege, kiilonbsége és szorzata folytonos.
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e Két folytonos fiiggvény hanyadosa folytonos, ha a nevez6 nem nulla.

e Folytonos fliggvények kompozicidja folytonos.

8.3. Zart intervallumon folytonos fiiggvények

Definicio: Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon, ha az (a,b) nyilt
intervallum minden minden pontjdban folytonos, a-ban jobbrol b-ben pedig balrdl folytonos.

Tétel: Zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai.

o Weierstrass tétele : Zart intervallumon folytonos fiiggvénynek van legnagyobb értéke, azaz maximu-
ma és van legkisebb értéke, azaz minimuma.

e Bolzano tétele: Ha az f(z) fliggvény folytonos az [a, b] zart intervallumon, akkor a fiiggvény f(a)
és f(b) kozott minden értéket felvesz.

e Inverz fiiggvény folytonossaga: Zart intervallumon folytonos és invertalhaté fiiggvény értékkészlete
egy zart intervallum és ezen a fiiggvény inverze folytonos.

e Egy zart intervallumon folytonos fiiggvény pontosan akkor invertdlhatd, ha szigordan monoton, azaz
szigorian nd (nagyobb helyen nagyobb értéket vesz fel) vagy szigorian csokken.

Megjegyzés: A harmadik tételben az inverz értelmezési tartomanya, ami az eredeti fiiggvény értékkészlete,
a Weierstrass-tétel és a Bolzano-tétel szerint az a zdrt intervallum, amelynek bal végpontja a fiiggvény
minimuma, jobb végpontja pedig a fliggvény maximuma.

8.4. Elemi fiiggvények

Tétel:
e A konstans fiiggvény mindeniitt folytonos.

Bizonyitas: Legyen f(x) = ¢, a, € > 0 tetsz8leges. Ekkor vélaszthatjuk a § = 1-et, hiszen
lz—a|<d=1 esetén |[f(x)— f(a)|=|c—c|=0<ec.
e Az x fiiggvény mindeniitt folytonos.
Bizonyitas: Legyen f(x) = z, a, € > 0 tetsz6leges. Ekkor vélaszthatjuk a § = e-et, hiszen

|t —al <d=¢ esetén |f(z)— f(a)|=|r—a|]<d=c.

e A polinomok mindeniitt folytonosak.
e A racionalis tortfiiggvények (két polinom hinyadosa) folytonosak ott, ahol a nevezd nem nulla.

o A gyokfiiggvények, v/, /z, ... folytonosak ott, ahol értelmezve vannak.

Definicié: Trigonometrikus fiiggvények.

Legyen a sikban az origé koriili egységkor egy tetszSleges pontja a P(c, s) pont, helyvektordnak szoge
pedig, szigordan radidnban mérve, x. Ekkor a P pont koordinatdit, mint az x szog fiiggvényeit

(cosx, sinz)-szel
jeloljiik. Tehat cos x ( koszinusz x) a pont elsd koordinétdja, sin x ( szinusz x) pedig a mésodik.

Bevezetjiikk még a
inx

S
tgx =
cos T
fliggvényeket.

cos T
( tangens x), és ctgx = —— ( kotangens x)
Sin x
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Tétel: A trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagai.

e sin’x + cos’z =1
e sin0=0, cosO0=1

e Asinuz ésa cosx fiiggvény 27 szerint periédusos, azaz sin(z + 27) = sin x és cos(z + 2m) = cos z,
atgx és actgx pedig 7 szerint periédusos.

e Asinz paratlan, azaz sin(—z) = —sinz, a cos x pedig paros, azaz cos(—z) = cos .
e sin(z+y) =sinz-cosy + cosx - siny

e cos(x +y) =cosz-cosy —sinx - siny

Tétel: A megfelel haromszogek és korcikkek teriiletének 0sszehasonlitdsdbdl kaphatjuk meg a kovetkezd
egyenlStlenségeket :
0<x<g esetén 0 <sinz <z < tgw.

Tétel: A sinz és a cos x fiiggvények mindeniitt folytonosak. A tgx és ctg x fiiggvények folytonosak min-
deniitt, ahol értelmezve vannak.

Definici6: Hatvanyozas, exponencialis fiiggvény.

Legyen a tetszbleges pozitiv szdm. Szeretnénk értelmezni tetszdleges x valds szam esetén az a szdm (az
alap) z-edik (a kitevd) hatvanyat, azaz az a” fiiggvényt.

Ha a = 1, akkor ¢ = 1* = 1 minden z-re.
1 1

Ha0 < a < 1, akkora b = — jeloléssel a* = b~ " = = lesz a hatvany értéke.
a X

Elég tehat az a > 1 esetet megnézniink.

A kovetkezd tulajdonsiagokat vérjuk el az a” fliggvénytol:
o a"tY = a" - a¥, az exponencidlis fiiggvény multiplikativ;
e a =a;

e ¢ szigoruan monoton, azaz egynél nagyobb alap esetén a nagyobb szam hatvanya nagyobb,
a® < a’hazr <uy.

Tétel: Konnyen lathatd, hogy mar az elsd két tulajdonsagbdl is kovetkezik, hogy

e a" =a-a---a(ntényezds szorzat), ha n pozitiv egész;

-n

1 L
e o " = —, han pozitiv egész;
a'fL
o a1 = Va>, ha p és q egész, g # 0.

Megjegyzés: Eszerint tehat raciondlis x esetén egyértelmtien megkaphatjuk a” értékét mar az elsd két tu-
lajdonsagbdl. Konnyen lathaté az is, hogy legalabbis raciondlis kitevok esetén a harmadik, monotonitasi
feltétel is teljesiil.

Tétel: Az exponencialis fiiggvény.
Adott a > 1 esetén pontosan egy olyan a” fliggvény van amelyik mindeniitt értelmezve van és mindharom
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feltételnek eleget tesz. Ez a fliggvény mindeniitt folytonos, értékei pozitivok és minden pozitiv értéket
felvesz.

Megjegyzés: Meg kell jegyezni, hogy ha a harmadik tulajdonsdgot vagy a vele ekvivalens folytonossagot
nem koveteljiik meg az exponencidlis fiiggvénytdl, akkor mar szdmtalan olyan fiiggvény van, amelyik eleget
tesz a hatvanyoz4s algebrai tulajdonsdgainak.

Definici6: Euler-konstans, e*.

Az exponencidlis fiiggvények kozott kitiintetett szerepet jatszik az az eset, amikor az alap éppen e, az
Euler-konstans, azaz az e” fiiggvény. Ez az e szam 2 és 3 kozé esik, egyik lehetséges definicidja pedig az,
hogy az exponencidlis fliggvények koziil egyediil a e* fiiggvényre teljesiil a

et —1
lim
r—0 x

=1

egyenldség.

Tétel: Az exponencialis fiiggvények viselkedése a végtelenben.
Ha a > 1, akkor

x

. P . a . . €
lim a* =00, s6t lim — =o00 illetve lim — =0
T—00 T—00 I x—o00 qF

lim a" =0
r—r —00
Definicié: Hiperbolikus fiiggvények.
Az e” fliggvény segitségével definidlhatjuk a trigonometrikus fiiggvények analdgidit, a hiperbolikus fiigg-
vényeket :

€ € . . .
e shx = ————, szinusz-hiperbolikusz x,

e chx = —5 koszinusz-hiperbolikusz x,

e —e™ shx
o the = = , tangens-hiperbolikusz x
er+e* cha

Az elnevezéseket a hasonl6 algebrai osszefiiggések indokoljdk. Ezek koziil a leggyakrabban hasznilt:

ch?z —sh’z =1

A chx fuggvény grafikonjat lancgorbének is nevezik, mert ez irja le egy idedlis sulyos lanc alakjat a
graviticids térben.

Definicié: Logaritmus fiiggvény.
Haa > 0és a # 1 akkor az a” fiiggvény szigorian monoton ezért invertalhat. Mivel folytonos is és az
értékkészlete az 0sszes pozitiv szam, definidlhat6 az a” fiiggvény inverze, az a alapu logaritmus fiiggvény.
Ennek jele:

log, x

Ezek a fiiggvények a pozitiv szamokon, azaz a (0, co) nyilt félegyenesen vannak értelmezve.
Ha az alap éppen az e Euler-konstans, akkor természetes alapi logaritmus az elnevezés, €s a fiiggvényt
igy jeloljiik:

Inx illetve logx

A tizes alapi logaritmus megszokott jele:
lgx
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Megjegyzés: Természetesen a hatvanyozds azonossagaibdl levezethetéek a logaritmus azonossagai. Ezek
koziil a legfontosabb, hogy szorzat logaritmusa a logaritmusok 0sszege, azaz

log(zy) = logx + logy

Nyomatékosan felhivom a figyelmet, hogy mint minden "fiiggvény azonossag" ez is csak akkor érvényes, ha
mind a két oldal értelmes ! Példaul két negativ szam szorzatdnak van logaritmusa, azaz a bal oldal értelmes,
mig a jobb oldal nem értelmes.

Definiciok: A trigonometrikus fiiggvények inverzei.

e Asin fiiggvény invertdlhaté a [—m/2, 7/2] intervallumon, az inverz fiiggvény jele arcsin x.
e A cosx fiiggvény invertdlhat6 a [0, 7] intervallumon, az inverz fiiggvény jele arccos .
e A tgu fiiggvény invertdlhaté a (—7 /2, w/2) intervallumon, az inverz fiiggvény jele arctg .

e A ctgx figgvény invertdlhat6 a (0, 7) intervallumon, az inverz fiiggvény jele arcctg x.
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9. Differencialszamitas

9.1. A derivalt fogalma

Definiciok:

e Erinté egyenes.

B) —
Ha az f fiiggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében és 1étezik és véges a }lliII(l) fla+h) = fla) ,
_>

akkor, az elGbbi hatarértéket m-el jelolve, az m meredekségi az (a, f(a)) ponton dtmend egyenest az
f figgvény grafikonjanak a pontbeli érintGjének nevezziik. Az érintd egyenlete tehat

y=m(x —a)+ f(a), ahol m:}}g%f(a"'h}z_f(a)

e A derivalt definicigja.
Legyen az f fliggvény értelmezve az a pont egy kornyezetében. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény
f(x) = f(a)

Tr—a

derivalhat6 az a-ban és a derivaltja a b valés szam, ha 1étezik az differencia-hanyados

hatarértéke a-ban és az egyenld b-vel, azaz

o £@) = f(a)

T—a Tr—a

=b

Ezt a b értéket, az f fiiggvény derivaltjat vagy differencialhanyadosat a-ban f’(a)-val jeloljiik.
df (a)

dx
A differencia-hdnyados hatarértékét szokds még

fla+h)— f(a)
h

Szokdsos jelolés még

lim

h—0

alakban felirni.

e Derivaltfiiggvény.
Ha az f fiiggvény egy intervallum minden pontjdban derivédlhatd, akkor beszélhetiink a fiiggvény

d
derivaltfiiggvényérol. Ennek jele f'(x) illetve d—f
xr

e Magasabb rendii derivaltak.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény kétszer derivalhaté az a pontban, ha derivalhat6 egy, az a pontot
tartalmaz6 intervallum minden pontjaban és a derivaltfiiggvénye derivdlhaté az a-ban. Ekkor a mé-
sodik derivalt definici6ja
) = () ().
Altalaban az f fiiggvény k-szor derivalhaté a-ban, ha k — 1-szer derivalhaté a egy kdrnyezetében
és a (k — 1)-edik derivaltfiiggvény derivalhat6 a-ban. Ekkor a k-adik derivalt definicidja

f¥(a) = (f* V) (a).

Tétel: Ha egy fiiggvény derivalhat6 a-ban, akkor a-ban folytonos.
Az dllitds forditva nem igaz! Az f(x) = |z| fiiggvény 0-ban folytonos de 0-ban nem derivalhatd.

Tétel: Az f fiiggvénynek pontosan akkor van érintdje az a pontban ha a-ban derivalhaté. Ekkor az érints
egyenlete

y=f(a)(x —a)+ f(a)
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9.2. Derivalasi szabalyok

Tétel: Miiveleti szabalyok.
Ha f és g derivdlhat6 (a-ban) ¢ € R tetszSleges, akkor

e ¢ - f derivilhato és
o [ + g derivalhato és

e f - g derivalhat6 és

e ha g # 0 akkor / derivélhat6 és
g

Tétel: Lancszabaly.
Ha g derivdlhat6 a-ban és f derivdlhaté g(a)-ban, akkor az f o g Osszetett fiiggvény derivdlhat6 a-ban és

(fog)(a)=(fog)(a)- g (a),
vagy masképp irva
Tétel: Inverz fiiggvény derivaltja.

Ha f invertdlhaté az a pont egy kornyezetében, a-ban derivélhaté és f'(a) # 0, akkor az f inverze, f~!
derivdlhat6 a b = f(a) pontban és

Tétel: Elemi fiiggvények derivaltja.

e Konstans fiiggvény mindeniitt derivalhat6 és derivéltja nulla.
e (2") = naz""!, ha n pozitiv egész.

RV . P
e (sinz) = coszés (cosx) = —sinux.

e’ =e*, (a*) =Ilna-a®,haa > 0.

[ ]
—~ — —~ — —~

shx) =chxés (chx) =sha.

%) =a- -2 har > 0, a tetszbleges.

1
(Inz) = —haz > 0.
T

o (arctgz) = 2

1
o (arcsinz) = ——— és (arccosz)’ = —

1 — 22 V1—22
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Tétel: L’Hospital szabaly.

Tegyiik fel, hogy f-nek és g-nek van hatarértéke a-ban (itt a végtelen is lehet) és vagy mindkét hatarérték 0
vagy mindkét hatarérték oo, azaz a két fiiggvény hanyadosanak hatarérték kritikus. Azt is tegyiik fel hogy
f és g derivalhat6 a egy kornyezetében. Ekkor ha létezik a

i £ ()
z—a g’(x)

hatarérték, akkor létezik a
lim _f(x)
T—ra g(l’)
/
lim @ = lim @
T—a g(,’L‘) r—a g ({L‘)

hatarérték is €s

9.3. Fiiggvényvizsgalat

Definiciok:
e Monoton fiiggvények.
Az f fiiggvény az [a; b] intervallumon monoton novekedd (csokkend), ha
z,y € la;b], © < yesetén f(x) < f(y)illetve f(x) > f(y).
Ha itt az egyenlGséget nem engedjiik meg, akkor a fiiggvény szigortiian monoton névekedd (csok-
keno).

o Lokalis szélsoérték.
Az f fiiggvénynek a c pontban lokalis maximuma (minimuma) van, ha megadhaté ¢ koriil egy nyilt
intervallum, ahol a fiiggvény értelmezve van és minden itteni pontban f(z) < f(c) illetve

f(x) = [f(c), azaz
0 >0Vr e (c—d,c+9) f(z) < fe) illetve f(x) > f(c))
Haaz x = cesetet kivéve az egyenlGséget nem engedjiik meg, akkor c-ben szigoru lokalis maximum

(minimum) van.
A lokdlis maximum illetve minimum kozos elnevezése : lokalis szélsGérték.

Tétel: Monotonitas és a derivalt kapcsolata. Legyen az f fiiggvény folytonos az [a; b] zart intervallumon
és derivdlhat6 az (a; b) nyilt intervallumon.

e Ha a fiiggvény az [a; b] intervallumon monoton novekedd, akkor x € (a;b) esetén f/(x) > 0.

e Ha minden x € (a;b) esetén f’(x) > 0, akkor a fiiggvény szigoriian monoton novekedd.

A monoton csokkenésrdl sz616 tételeket az egyenldtlenségek megforditdsaval kaphatjuk meg.

’7 2

Tétel: A lokalis szélsoértékek és a derivalt kapcsolata.

e Ha f-nek c-ben lokalis szélsGértéke van és itt derivdlhat6, akkor f’(c) = 0.

e Ha f derivdlhat ¢ egy kornyezetében és f’(c) = 0 és f’ elgjelet valt c-ben, akkor f-nek c-ben
lokalis szélsoértéke van. Pontosabban:
ha f’(z) c el6tt pozitiv, ¢ utdn negativ, akkor c-ben szigori maximum van;
ha f'(x) c el6tt negativ, ¢ utan pozitiv, akkor c-ben szigord minimum van.

e Ha [ kétszer derivédlhaté c-ben és f’(c) = 0 és f”(c¢) < 0, akKkor c-ben szigori maximum van.

e Ha f kétszer derivalhaté c-ben és f’(c) = 0és f”(c) > 0, akKor c-ben szigorii minimum van.
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Tétel: Abszolut szélsoérték.
Ha az f(z) fiiggvény folytonos az [a, b] zért intervallumon és derivalhaté az (a, b) nyilt intervallumon, akkor
abszolit maximuma vagy valamelyik végpontban (a-ban vagy b-ben), vagy az (a,b) nyilt intervallumban

7 2

van €s ez utobbi esetben itt a derivalt nulla, mert egyben lokalis sz€élséérték (lokdlis maximum) is.
Hasonl6é mondhato el a fiiggvény abszolit minimumardl is.

Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy egy fiiggvénynek lehet (abszolit) szElsGértéke ugy is, hogy a szélsdérték

helyén a derivalt nem nulla, tudniillik ha a sz&ls6érték a zart intervallum valamelyik végpontjdban van.
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10. Tobbvaltozos fiiggvények

10.1. Folytonos fiiggvények
Definiciok:
e Tavolsag RP-ben.
RP, a p dimenzios vektortér pontjai kozt értelmezhet egy tavolsag (az Euklideszi tavolsig) a

kovetkez6 médon: ha a (ay, as, -+ ,ap) és b (b1, by, - - -, b,) a tér két tetszSleges pontja, akkor a két
pont tavolsdga

dla.b)=la ~b|=/a —b)2= /(a1 —b)2+ (a2 bs)2 + -+ (a, — b,)?

e Pont kornyezete.
Ha a a p-dimenzios tér egy tetszOleges pontja és r pedig egy pozitiv valos szdm, akkor a

B(a,r)={x :|x —a| <r}

halmazt az a pont koriili 7 sugarid (nyilt) gombnek, vagy masképpen az a pont r sugari kornye-
zetének nevezziik.

Ha p = 1 (a szamegyenes), akkor ez éppen a (a — 7, a + r) nyilt intervallum, ha pedig p = 2, akkor a
megfeleld nyilt korlap.

e Grafikon, szintvonal.
Ha H a p dimenzi6s tér egy részhalmaza, f : H — R egy H-n értelmezett valds értékd fiiggvény, ak-
kor f-et p valtozés fiiggvénynek nevezziikk. Az f fiiggvény értékeit az x (v, zo, - - -, x,) pontban

f(x) = f(z1, 29, )
jeloli. A
graf f = {(x, f(x)) :x € H} Cc RP*!
halmazt a f fiiggvény grafikonjanak nevezziik. Hoa € H = Dy, akkor az
S(a)={x e H: f(x) = f(a)}
halmazt az f fiiggvény a ponthoz tartozé szintvonalanak nevezziik.

Tétel: A tavolsag tulajdonsagai.
Tetszbleges a, b, c € R” esetén

e [(a —b)| >0éscsakaza = b esetben nulla,
e [(a —b)|=|(b —a)|, atavolsag szimmetrikus,

e [(a —Db)|+]|(b —c)| >|(a — c)|, haromszog egyenlitlenség.

Megjegyzés: Ha f egy kétvaltozos fiiggvény, akkor grafikonja a térben egy feliilet, legaldbbis, ha a fiigg-
vény elég "sima". Igy a grafikon nagyon szemléletes képet ad a fiiggvényrl. De akkor is sok informaciGt
kaphatunk a fiiggvényrdl, ha kiilonb6z6 a pontokhoz tartozé szintvonalait megrajzoljuk.

Példaul az f(x,y) = /22 + y? esetén egyenes kipot kapunk:
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T

Ha pedig f(z,y) = 2? — y?, akkor egy tgynevezett nyeregfeliiletet kapunk:

O\ *7

N
NN 24

s RN
Yo ~ U\
/// /y\\\\\

Definicié: Folytonossag definicidja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonos az a pontban, ha minden € > 0 esetén megadhat6 egy 6 > 0
tgy, hogy hax € Dy és|x —a| < d,akkor |f(x) — f(a)| < ¢, azaz

Ve>036>0Vx € Dy (Jx —a|<d = |f(x)— f(a)] <e)

Az f fiiggvény folytonos, ha az értelmezési tartomany minden pontjaban folytonos.

Tétel: A folytonossag definicigja kornyezetekkel. Az f fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az a
pontban, ha minden € > 0 esetén megadhat6 egy 6 > 0 gy, hogy az a pont § sugari kornyezetének f
szerinti képe része az f(a ) pont € sugari kornyezetének, pontosabban:

Ve>030 >0 f(B(a,d) N Dy) C B(f(a),e)

10.2. Parcialis derivalt

Definiciok:
e Parcialis derivalt definicidja.

Legyen f egy p valtozds fiiggvény, amelyik értelmezve van az a (a4, as, - - - , a,) pont egy kornyeze-
tében. Jelolje még e; az i-edik egységvektort, azaz azt a vektort, amelynek ¢-edik koordinétdja 1 és
az Osszes tobbi nulla. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény parcialisan derivalhaté az a pontban az
i-edik valtozo szerint, haa g(t) = f(a +t-e;) egyvaltozds fiiggvény derivdlhat6 a 0-ban. Més sz6val
létezik €s véges a

lim f((ll, e ,CLi_l,t, iy, - - - ,ap) — f(a)

t—a; t—a;

Ekkor a ¢'(0) értéket, az f fliggvény parcialis derivaltjat

of
(9.1'1'

(@), fi(a), Dgf(a), Dif(a)

szimbo6lumok barmelyikével jelolhetjiik. A két és harom dimenzi6 esetén szokds még x; helyett z-et,
T helyett y-t és x3 helyett z-t irni.
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e Gradiens.
Ha az f fiiggvény minden valtozo szerint parcidlisan derivalhatd, akkor a fiiggvény gradiense a

gradf = (falcl’faljg""7 ;p)

vektor.

e Folytonosan derivalhato fiiggvény.
Az f fiiggvény az a pontban folytonosan derivalhato, ha egy a -kdrnyezet minden pontjaban min-
den valtozo6 szerint parcidlisan derivalhat6 és az 0sszes parcidlis derivalt folytonos az a pontban.

Tétel: Parcialis derivalt és folytonossag kapcsolata.

e Ha egy fiiggvény parcialisan derivalhato, abbol nem kovetkezik, hogy a fiiggvény folytonos,
példaul, ha

2zy

— 5 ha(z;y) # (0;0)
132 + 2
fla,y) = ’ ,
0 ha(z;y)=(0;0)
akkor f mindeniitt, még az origéban is mindkét valtozdja szerint parcidlisan derivdlhat6 de az origé-
ban nem folytonos:
f(xa()) — f(070)

z—0
Hasonl6an kapjuk, hogy f7(0,0) = 0. Mésrészt, ha x = y és = # 0 akkor f(z,x) = 1és f(0,0) = 0.
Igy, mint az kénnyen lthat6, a e = 1-hez nincs "j6"  az origéban.

=0 ésezért f.(0,0)=0.

e Ha egy fiiggvény az a pontban folytonosan derivalhaté (ennél valamivel kevesebb feltétel is elég),
akkor a fiiggvény folytonos az a pontban.

Definicié: Iranymenti derivalt.
Legyen v € RP egy egységvektor. A g(t) = f(a +t-v) egyvaltozos fiiggvény derivaltjit a 0-ban (ha
1étezik) az f fiiggvény a pontbeli v irdnyd iranymenti derivaltjanak nevezziik, és
0
a—(a )-val vagy D, f(a)-val jeloljiik.

v
Tétel: Ha az f fiiggvény folytonosan derivalhaté az a pontban, akkor minden v irany szerint deri-
valhat6 és

of

W:(gradf)-v.

Tétel: Ha az f fiiggvény folytonosan derivalhaté az a pontban, akkor az irdnymenti derivaltjai kozott
van egy leghosszabb (legnagyobb abszolut értékii), mégpedig az amelyik a gradiens irdnydba mutat.

Megjegyzés: Az el6z6 tétel azt mondja ki, hogy egy fiiggvény a gradiens irdnyaban valtozik leggyorsab-
ban. Példaul két dimenzidban, ha a fiiggvény grafikonjit egy feliiletnek, a "domborzatot" leir6 feliiletnek
tekintjiik, akkor a "hegymdszds" ebben az irdnyban a legnehezebb, mert ebben az irdnyban a legmeredekebb
a hegy.

10.3. Magasabb rendii parcialis derivalt

Definiciok:
e Masodrendii parcialis derivalt definicidja.
Ha a D, f(x ) parcialis derivalt létezik az a egy egész kornyezetében és az a pontban D, f(x ) par-
cidlisan derivalhat6 az x; valtoz6 szerint, akkor ezt a parcidlis derivéltat az f fiiggvény a-beli x;, ;
valtozok szerinti masodrendi parcialis derivaltjanak nevezziik és a
o0 f
8%#333' j

(a)’ ”CCZ‘CCj(a’)’ DiDjf(a)’ Dijf<a)
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szimbolumok barmelyikével jelolhetjiik.

e Magasabb rendii parcialis derivalt definicidja.
Haa g(x) = D;,D,,...D;, f(x) k-ad rendd parcidlis derivalt létezik az a pont egy egész kornye-
zetében és az a pontban a g(x ) fiiggvény parcidlisan derivdlhaté a-ben az i-edik véltozé szerint,
akkor ezt a parcidlis derivdltat az f fiiggvény a-beli x;, X, ...x;, véltozok szerinti k + 1-ed rendi
parcialis derivaltjanak nevezziik az és a

8k+1f

(a)a f(k+1) (a)7 DzDlen e Dik(a)a Dllllzlkf(a>

TiTiq Tig Ty,
szimbolumok barmelyikével jelolhetjiik.

Tétel: Young tétel.
Ha D, f és D, f parcidlis derivaltak (folytonosan) differencidlhat6k a -ben, akkor

Di;jf(a) = Dy f(a).

Megjegyzés: A Young tétel azt mondja ki, hogy ha egy fiiggvény masodrendii parcidlis derivéltjai folyto-
nosak, akkor a masodrendi parcidlis derivaltak értékei nem fiiggenek a parcidlis derivalds sorrendjétdl.

41— y



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

11. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

Gyakori feladat, hogy meg kell hatarozni egy fiiggvényt, amelynek ismerjiik a derivélgjat. Ilyen feladat
példdul a fizikdban amikor a pillanatnyi sebesség ismeretében akarjuk meghatarozni egy test mozgdsat.

Definiciok:
e Primitiv fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy a F fiiggvény primitiv fiiggvénye a f fiiggvénynek az (a, b) intervallumon, ha
F derivdlhat6 (a, b)-ben és minden = € (a,b) esetén F'(x) = f(x).

e Hatarozatlan integral.
Az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek Osszességét [ f(x)da-szel vagy [ f-el illetve [ f dz-szel
jeloljiik és f hatarozatlan integraljanak nevezziik. Tehat

[r=tF:F=p

Tétel: Ha I primitiv fiiggvénye f-nek, akkor az F' + ¢ alaku fiiggvények, ahol c tetszGleges konstans, az f
fliggvény Osszes primitiv fliggvénye, azaz

/f:{F—l—c:cG]R}

Megjegyzés: Nem minden fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye ! Konnyen lathaté példaul, hogy a sgn x
eldjel fiiggvénynek egyetlen olyan intervallumon sincs primitiv fiiggvénye, amelyik tartalmazza az x = 0
pontot.

Tétel: Ha f folytonos az (a, b) intervallumon, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye ezen az intervallu-
mon.

Tétel: Alapintegralok.
1
/xa dx = a——I—lxaH +c¢ (a#-1)

/azdxzia te (a41)

Ina

sinzdx = —cosz + ¢

/cosxdm =sinz + ¢

/
/<
/
[ [
J i
/

dr = —ctgr +c¢

cos? x sin’ x

dr = arcsinx + ¢ 5 dx = arctgr + ¢

= =

/Chxd:v:shx+c shxdr =chx +¢

Tétel: Integralasi szabalyok.
e Miiveleti szabalyok.
Ha f-nek és g-nek van primitiv fiiggvénye, akkor f + g-nek és ¢ - f-nek is van, nevezetesen

Jera=[r+[o  [er=c]s
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Linearis helyettesités.
Ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor minden a,b € R, a # 0 esetén

/f(ax%—b)dx:%F(ax%—b)—l—c

Helyettesités hatvanyfiiggvénybe.
Ha f derivdlhat6 és mindeniitt pozitiv, akkor

_ o)
a4l

+c (a#-1), /f/(x) dr =In|f(z)[ +¢c

[ r@swa o

Parcialis integralas.
Ha f és g derivélhaté és f¢'-nek van primitiv fiiggvénye, akkor f’g-nek is, és

/f’ngg—/fg’

Integralas helyettesitéssel. Ha g(x) derivalhatd, f(y) értelmezve van g(x) értékkészletén és itt f-nek
van primitiv fiiggvénye, akkor az f(g(x)) - ¢'(x) Osszetett fiiggvénynek is van primitiv fiiggvénye és

/ f(9(x)) - g'(x) dx = F(g(x)) +

ahol F(y) az f(y) fiiggvény egyik primitiv fiiggvénye.
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12. Hatarozott integral

Néhany, a hatarozott integral fogalmara vezeto probléma.

A fliggvénygrafikon alatti teriilet.
A munka értelmezése €s kiszamitasa.
A nyomoerd meghatdrozasa.

12.1. A hatarozott integral definicioja
Definiciok:
o Felosztas.
Az [a, b] zért intervallum egy felosztasan olyan F' = (xg, 21, - - ,x,) sorozatot értiink, amelyre
a=rg<r1<--<x,=0b

Az x; pontot a felosztés i-edik osztopontjanak, az [x; i, z;] intervallumot pedig a felosztés i-edik
részintervallumanak nevezziik.

e Felosztas finomsaga.
Ha F' = (zo, 21, ,x,) egy felosztdsa az [a, b] intervallumnak akkor a d(F) = max{(x; — z;_1) :
:1=1,...,n} (pozitiv) szdm az I’ felosztds finomsaga. Mds sz6val az I’ finomsédga a leghosszabb
részintervallum hossza.

Azt mondjuk, hogy az F' felosztds d-nél finomabb, ha d(F') < 4.

e Integralkozelito osszeg.
Legyen F' = (zg,x1, - ,T,) egy felosztdsa az [a, b] intervallumnak. A K = (¢1,¢a,- -+ , ¢,) soroza-
tot az F' felosztashoz tartozé kozbenso helyeknek nevezziik, ha 1 <i < nesetén x; 1 < ¢; < z;.
Ha f egy korldtos fiiggvény [a, b]-n, akkor az

OFK = Z fle) (@i — xiq)

Osszeget az f faggvény F felosztasdhoz és K kozbensS helyekhez tartozd integral kozelito ossze-
gének vagy roviden kozelité osszegének nevezzik.

Ha nem okoz félreértést, akkor a kozbensd helyekre utalé K jelolést elhagyhatjuk és roviden op-et
irunk.

Ez az 6sszeg felel meg példaul annak a munka kiszdmoldséara hasznélt szemléletes médszernek, ami-
kor az er6t szakaszonként konstansnak vessziik.

¢ Riemann-integral.
Legyen f az [a, b] zért intervallumon értelmezett korldtos fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy a fiiggvény Riemann-integralhaté (réviden integrdlhat) az [a, b] zért interval-
lumon és integralja az I szam, ha minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy minden J-nal finomabb
F felosztasra és barmely F'-hez tartoz6 o kozelitd osszegre |op — I| < €, azaz

Ve > 030 > 0 VF felosztas esetén (d(F) < 0 = |op — I| < ¢)

Ezt az I szdmot az f fiiggvény [a,b] intervallumhoz tartozé hatarozott integraljanak ( vagy

b
Riemann-integraljanak) nevezziik és / f(z) dz-el jeloljik.
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Tétel: Legyen f = c konstans az [a, b] intervallumon. Ekkor tetsz6leges F' felosztas esetén
orp = c(b— a), és igy f integrdlhatd és

/bf(x) dr = c(b— a).

Masrészt legyen D(x) a Dirichlet-fiiggvényt, azaz az a fiiggvény amelyik a raciondlis helyeken 1, az ir-
raciondlis helyeken pedig 0. Ekkor tetszSleges [a, b] intervallum F' felosztdsa esetén vélaszthatunk csupa
raciondlis illetve irraciondlis szdmbdl all6 K, és K; kozbens6 helyeket. Ez abbdl a nevezetes tételbdl a
kovetkezik, hogy minden (nyilt) intervallum tartalmaz raciondlis szdmot és irraciondlis szamot is. Ezekkel
felirva a kozelit6 6sszegeket

ork, =b—a, ork, = 0.

Eszerint tehat a Dirichlet-fiiggvény egyetlen intervallumon sem integralhato.
12.2. A hatarozott integral tulajdonsagai
Tétel:

e Ha egy fiiggvény integralhat6 az [a, b] intervallumon, akkor minden [c, d] C [a, b] részintervallumon
is integralhato.

e Ha f integralhatd [a, b]-n és [b, c|-n is , akkor [a, ¢|-n is és

/cf(a:)d:c:/bf(x)d:v—l—/cf(x)dx

azaz egymadshoz csatlakoz6 intervallumokon az integrdl additiv.
e Minden monoton fiiggvény €s minden folytonos fliggvény integralhato.

e Ha egy integralhat6 fiiggvényt véges sok helyen megvaltoztatok, akkor integralhaté marad és az in-
tegrdl értéke sem véltozik meg.

e Haaz f és g fiiggvények integrdlhatéak az [a, b] intervallumon, ¢ pedig egy tetszoleges valds szdm,
akkor f 4 g és ¢ - f is integralhat6 és

g9(z) dz,

S

/b(f+g)(:t)dx=/f(x)dx+

b

/bc-f(x)dx:c-/f(x)dx.

a

12.3. A Riemann-integral Kiszamitasa

Tétel: Newton-Leibniz formula.
Ha f integralhaté az [a, b] zdrt intervallumon, F' primitiv fiiggvénye f-nek az (a,b) nyilt intervallumon és
F folytonos az [a, b] zért intervallumon, akkor
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azaz az integrdl megegyezik a primitiv fiiggvény megvaltozasaval.

Megjegyzés: A hatarozatlan és a hatarozott integralr6l eddig mondottak szerint minden folytonos fiiggvény
integrdlja kiszamithaté a Newton-Leibniz formula segitségével. Persze csak akkor, ha az adott folytonos
fliggvénynek ki tudjuk szdmolni a primitiv fiiggvényeit. Sajnos konnyen el6fordulhat, hogy nem igy van,
példdul az e’ fliggvény ugyan folytonos, de a primitiv fliggvénye nem elemi fiiggvény, azaz nem fejezhetd
ki az eddig megismert fliiggvények segitségével. A primitiv fiiggvény keresésénél megismert modszerek-
kel (parcidlis integralds, integrdlds helyettesitéssel) és a Newton-Leibniz formula segitségével szamoljuk
ki altaldban a hatdrozott integralokat. De sok esetben az oda és vissza helyettesités egyikét6l megszaba-
dulhatunk, ha nem csak a fiiggvény alakitjuk 4t a helyettesitéses integralban, hanem az integrdl hatdrait
is.

Tétel: Integral transzformacio.
Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, ¢ : [¢,d| — [a, b] folytonosan derivalhaté fiiggvény és g(c) = a és
g(d) = b, akkor

/bf(x) dx = /df(g(t))g'(t) dt

Megjegyzés: A fenti képlet el6nye, hogy nem kell ismerniink a g helyettesitd fiiggvény inverzét, elég ha a
c és d pontokat meghatarozzuk.

Néha szigordan csokkend helyettesitést szeretnénk alkalmazni. Ilyenkor g(c) = b és g(d) = a, azaz a
"hatarok" felcserélédnek. Hogy ezt a problémat megsziintessiik, djra definidljuk a hatdrozott integralt, ha az
integralds "alsé" hatdra nagyobb vagy egyenl az integralds "fels6" hataranal :

a b a
Deﬁnl’ci():/f:O, /f:—/f
a a b
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13. A hatarozott integral alkalmazasai

13.1. A teriilet és térfogat, ivhossz.

Definicié: Teriilet és térfogat.

A sik bizonyos korlatos részeihez, sikidomokhoz egy mér6szamot rendelhetiink, a teriiletet. Ehhez
hasonléan a tér bizonyos korlatos részeihez, testekhez rendelhetjitk a térfogatot. Kozos nevilk mérték,
pontosabban Jordan-mérték. A teriilet illetve a térfogat pontos meghatarozasara csak késébb keriil sor.
Ha egy A halmazhoz sikeriilt mértéket rendelni, akkor az A halmazt (Jordan) mérhetonek nevezziik és a
mértékét ¢( A)-val jeloljiik.

A mérték legfontosabb tulajdonsagai.
e A mérték nem negativ, azaz minden mérhetd A esetén ¢(A) > 0.

e Ha A és B két mérhet6 halmaz és A C B, akkor t(A) < ¢(B), azaz a mérték monoton.

e Ha A és B két diszjunkt mérhet§ halmaz, akkor A U B is mérhetd és t(AU B) = t(A) + ¢(B), azaz
a mérték additiv.

e Ha két halmaz egybevagé, akkor mértékilk megegyezik.
o Az egységnégyzet (térben az egységkocka) mértéke 1.
Tétel: Nem minden Korlatos halmaznak van teriilete illetve térfogata. A fenti tulajdonsdgokbdl viszont

konnyen adddik, hogy a téglalap teriilete 7" = a - b illetve egy téglatest térfogata V= a - b - ¢, ahol
a, b, c az oldalak hosszat jeloli.

Tétel: Teriiletszamitas.
e Fiiggvénygorbe alatti teriilet.
Legyen f : [a,b] — R egy integralhaté fiiggvény, amelyre f(z) > 0, ha = € [a, b]. Ekkor az

A={(z;y):x € [a,b],0 <y < f(x)}

sikidomnak van teriilete €s

tH(A) = /b f(z) dx

e Normaltartomany teriilete.

7 7z

Az el6z6nél dltalanosabb tipusud sikidom a normaltartomany :
Ha f és g két integrdlhat6 fiiggvény [a, b]-n, amelyekre = € [a, b] esetén g(z) > f(x), akkor a

N =A{(z;y): = €a,b], f(z) <y < g()}

normaltartomanynak van teriilete és

Példaul az R sugari origd kozéppontud kor is normaltartomény, ahol
g(x) = VR? —a?, f(v) = —VR? —2? ~-R<x <R

Erre alkalmazva a fenti képletet, megkapjuk a kor teriiletét, = R2-et.
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Definicié: Fiiggvénygrafikon ivhossza.

A sikban egy gorbéhez, az egyszeriiség kedvéért egy fliggvény grafikonjdhoz hozzarendelhetjiik a gorbe
hosszat, ha a gorbe elég "sima". Ha egy gorbének van ivhossza, a gorbét rektifikalhatonak nevezziik.
Nyilvan egy poligon ivhossza a poligont alkoté szakaszok hosszanak Osszege kell, hogy legyen. Felhasz-
ndlva, hogy két pont kozott legrovidebb Ut az egyenes, egy gorbe ivhossza nem lehet kisebb mint egy olyan
poligoné, amelynek cstcsai a gorbén fekszenek és a csticsok sorrendje megfelel a gorbe "irdnyitdsanak". Az
ilyen poligonokat beirt poligonoknak nevezziik. Azt a legkisebb szamot, amelyik minden beirt poligon
hosszanal nagyobb vagy egyenls, a gorbe ivhosszanak nevezziik.

Tétel: Az ivhossz kiszamolasa. Ha [ : [a, b] — R folytonosan derivdlhat6 fiiggvény, akkor a grafikonjanak
van {vhossza és

L= / I+ (@) da

Tétel: Forgastest térfogata. Legyen f : [a,b] — R egy integrdlhat6 fiiggvény, amelyre f(z) > 0, ha
z € [a, b]. Ekkor a
A={(my2)ra<a<b y' +2° < fi(2)}

27 7

forgastest mérhetd és a test térfogata

13.2. Improprius integral

Az eddigi integralfogalom, a Riemann-integrél csak korlatos zart intervallumon értelmezett korlatos fiigg-
vények esetén volt értelmezhetd. Hogy ezeket a megszoritdsokat részben megkeriilhessiik, bevezetjiik az
improprius integral fogalmat.
Definiciok:

e Improprius integral félegyenesen.

Legyen f értelmezve az [a, c0) zdrt félegyenesen és minden b > «a esetén f integrdlhaté [a, b]-n.
Amennyiben létezik a

b—oo

b
lim /f(x) de =1

hatarérték és véges, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény improprius (nem valédi) integralja
az [a, co) félegyenesen konvergens és értéke I. Ezt igy jeloljiik, hogy

7 f(2)dz = lim /b (o) de

b—o0

Ha a fenti hatarérték nem létezik vagy nem véges, az improprius integral divergens.

Hasonl6an értelmezhetjiik az / f(z) dx improprius integrélt abban az esetben, ha f integralhatd

—00

b, a] intervallumon minden b < a esetén. Ekkor

a

/ f(z)de = bgr_n f(z)dx

b
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e Improprius integral korlatos intervallumon.
Legyen f értelmezve az [a, b) intervallumon és a < ¢ < b esetén f integralhaté [a, c|]-n. Amennyiben

1étezik a .
s, -

hatérérték és véges, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény improprius integralja az [a, b] inter-
vallumon konvergens és értéke I. Ezt igy jeloljiik, hogy

b c
/f(x)dx—cgino/f(x)dx

Ha a fenti hatarérték nem létezik vagy nem véges, az improprius integral divergens.
b

Hasonl6an értelmezhetjiik az / f(z) dz improprius integralt abban az esetben, ha f integralhaté [c, 0]

a
intervallumon minden a < ¢ < b esetén. Ekkor

b

/f( dx_cggo/f

a

b
Megjegyzés: Ha az f fiiggvény Riemann-integrdlhat6 az [a, b] akkor az / f(z) dx kifejezés harom szamot
a
is jelol egyszerre: a kozonséges integralt €s a kétféle improprius integralt. Szerencsére ebben az esetben a
harom szdm megegyezik.

Tétel: Az improprius integral kiszamolasa.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye az [a, 00) félegyenesen, legyen ez F', és f
integralhaté minden valédi zart részintervallumon. Az improprius integrél az [a, co) félegyenesen akkor és
csak akkor konvergens, ha F'-nek van hatarértéke oo-ben és ez véges. Ekkor

/f(x)dx = lim F(z) — F(a) = [F(z)] = F(c0) — F(a)

T—00

Hasonl6 formulét kaphatunk a tobbi esetben is:

B
/ f(z)dz = [F())° = F(8) - F(a)

itt  €s [ lehet végtelen is, és a primitiv fiiggvény "helyettesitési értéke" itt a megfelel6 oldalrdl vett hatar-
értéket jelol.

Megjegyzés: Bar elég gyakori, hogy egy improprius integralt nem tudunk kiszamolni, de van néhany maéd-
szer, aminek segitségével eldonthetjiik azt, hogy az improprius integral konvergens vagy divergens.

Definicié: Abszolit konvergencia.
B

Az / f(z) dx improprius integrdl (itt « vagy [ végtelen is lehet) abszolit konvergens, ha az / |f(z)] dx

(03 (e
improprius integrdl konvergens.
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Tétel: Ha egy improprius integrdl abszolit konvergens, akkor konvergens is.

Megjegyzés: Ez az éllitds nem megfordithatd, van olyan improprius integral, példaul

oo
sin z
dz
T
0

amelyik konvergens, de nem abszolut konvergens.
Tétel:
— Majorizaciés-elv.

Ha f és g integrdlhaté [, ) minden korldtos zart részintervallumén és = € [a, ) esetén
B

B
|f(z)] < g(x)és / g(x) dx konvergens, akkor / f(z) dx is (abszoldt) konvergens.

«

— Minorizacios-elv.

B B
Ha pedig x € [«, ) esetén 0 < f(x) < g(z) és /f(:c) dx divergens, akkor /g(x) dzx is divergens.

— A két allitast egyiitt 0sszehasonlité kritériumnak is szokds nevezni.
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14. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

14.1. Integralas téglan

A tovabbiakban egy sikbeli zart téglalapot illetve egy tarbeli zart téglatestet téglanak neveziink, ha az élei
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel.

Tehdt a sikban a T = [ay, by] X [ag, bs] C R? alakd halmazok, a térben pedig a T = [ay, by] X [ag, by] X
x [as, bs] C R® alakd halmazok a téglak.

A tovabbiakban csak a sikbeli definiciokat mondjuk ki részletesen, a térben ezek értelemszertien kiterjeszt-
het6k.

A sikbeli T' = [ay, b1] X [ag, bo] tégla belseje a T = (aq,b1) X (ag, by) nyilt tégla. Két tégla egymasba nem
nyuld, ha a belsejitknek nincs kozds pontja, azaz a belsejiik diszjunkt.

A T tégla teriiletét vagy mértékét a
HT) = (b — ar) - (b2 — az)
szam jeloli.
Legyen T = [a1, b1] X [ag, bo] C R? egy sikbeli tégla, F, = {a; = 29 < o1 < -+ < &, = b1 } az |ay, by] in-
tervallum egy felosztdsa, £, = {as = yo < y1 < -+ < Y, = ba} pedig a [az, bo] intervallum egy felosztasa.

Ekkor az
F={(z;y;):i=01,...,n; 7=0,1,...,m}

halmazt a 7" tégla egy felosztasanak nevezziik.

Adott 1 < i <nésl <j < meseténaQ;; = [r;_1,%;] X [yj_1,y;] téglat az F' felosztashoz tartozé
(elemi) racstéglanak nevezziik. Nyilvanval6, hogy az Osszes elemi racstégla paronként egymasba nem
nyulo6 téglarendszert alkot.

Egy  tégla atmérajét (az atlé hosszat) d(Q) jeloli.
Tetszbleges F' = {(x;;y;) 11 =0,1,...,n; 7 =0,1,...,m} felosztds esetén az F' felosztds finomsiga
d(F) =max{d(Q;;):i=12,...,n; j=12,...,m}.

Azt mondjuk, hogy az F' felosztds finomabb mint a ) pozitiv szam, ha

d(F) <.

Az K = {(¢;,dj):i=1,...,n; j=1,...,m} halmazt az F' = {(x;;y;) :1=0,...,n; 7=0,...,m}
felosztashoz tartoz6 Kkozbensé helyeknek nevezziik, ha minden ¢ = 1,...,n; 7 = 1,...,m esetén
(cindj) € Qijrazaz x; < ¢; < wiésy;_y < dj <y

Legyen f a T téglan értelmezett korlatos fiiggvény. F' = {(z;;y;) 11 =0,...,n; 7 =0,...,m} egy fel-
osztds T-n, K pedig az F' felosztashoz tartoz6 kozbensé helyek. Ekkor a

= 3 Flen d)H@sy)

i=1,j=1

szamot az f fiiggvény F' felosztdsdhoz és K kozbensS helyekhez tartoz6 integral kozelitdo osszegének
vagy roviden kozelit6 osszegének nevezziik.

Ha nem okoz félreértést, akkor a kdozbensd helyekre utalé K jelolést elhagyhatjuk és roviden op-et irunk.
Definicié: Az integral definicidja téglan.

Azt mondjuk, hogy a korlatos f fiiggvény Riemann-integralhat6 vagy roviden integralhat6 a 7" téglan és
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az integrélja az [ szam, ha minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy minden §-ndl finomabb F' felosztasra
és barmely F'-hez tartoz6 oy kozelitd Osszegre

’O’F—[’<€.

Ezt az [ szamot az f fiiggvény T téglan vett integraljanak ( vagy Riemann-integraljanak) nevezziik.

Jelolése
4/f(x,y)dxdy vagy 4/]“

14.2. Integralas korlatos halmazon

Azt mondjuk, hogy az A halmaz zart halmaz, ha barmely p pontra, amelyik nincs az A halmazban,
megadhat6 egy, a p pontot tartalmaz6 korlap (gomb), amelyik nem metszi az A halmazt.

Konnyen lathatd, hogy minden zart tégla zart halmaz.

Azt mondjuk, hogy az A halmaz nyilt halmaz, ha barmely p € A pontra megadhaté egy, a p pontot
tartalmazé korlap (gomb), amelyik része az A halmaznak.

7

Az el6z6 két definiciot Gsszevetve :
Egy A halmaz akkor és csak akkor zart halmaz, ha a komplementere nyilt halmaz.

Definicié: Az integral definicija korlatos halmazon.
Legyen A C R? egy korltos halmaz, f pedig egy korldtos fiiggvény, amelyik értelmezve van az A halma-
zon. Mivel A korlatos halmaz, megadhaté egy T tégla igy, hogy A C T'. Legyen

flzy) (wy)e A
x,Y) = .
9(@) { 0 (wmy)¢A
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény integralhat6é az A halmazon, ha ¢ integralhat6 a T téglan. Ekkor az
integral értéke az / / f= / / g szam.
A T

Megjegyzés: Természetesen ahhoz, hogy a fenti definicié értelmes legyen, be kell 1atni, hogy az nem fiigg
a T’ tégla megvalasztasitdl. Ez konnyen belathato, legalabb is a sikban.

Definicio: Mérhet6 halmaz.
Azt mondjuk, hogy a A korlatos halmaz mérhet6 (Jordan-mérhetd), ha az azonosan 1 fiiggvény integral-
hat6 az A halmazon. Ekkor az A halmaz teriilete

= [[1

Tétel: Minden korlétos és konvex halmaz mérhetd.

Megjegyzés: Az sikbeli integral fenti definicidi és jelolései nyilvanvalé médon altalanosithatok a haromdi-
menziés Euklideszi térben. Ennek megfelelden ha A C R3 egy korlatos halmaz, f pedig egy rajta értelme-
zett integralhat6 fiiggvény, akkor az f fuiggvény integraljat az A halmazon

///f(x,y,z) i dy dz

jeloli.
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14.3. Az integral kiszamolasa, alkalmazasai.

Az egymasba nem nyulé tégldk mintdjara azt mondjuk, hogy az A és B halmaz egymasba nem nyulo,
ha a metszetiik nem tartalmaz valddi korlapot (a térben gombot).

Tétel: Az integral alaptulajdonsagai.

e Ha A és B két korlatos egymdasba nem nyul6 halmaz és f integralhaté A-n és B-n is, akkor f integ-

ralhaté a C' = A U B halmazon és
c A B

e Két egymasba nem nytilé mérhetd halmaz unidja mérhetd és az unié mértéke a két mérték osszege.

e Ha A egy zart mérhetd halmaz, f egy A-n értelmezett folytonos fiiggvény, akkor f integralhat6 az A
halmazon. Tehdt egy zart téglan folytonos fiiggvény integréalhato.

e Ha f és g integralhaté az A halmazon c pedig egy tetszbleges valés szdm, akkor f + g é€s ¢ - f is

integralhat6 és
JJuo=[fre][s [fJen=c]]s

A

Tétel: Az integral Kiszamolasa.

e Szukcessziv integralas:
Legyen f integralhaté a T = [ay, by] X [ag, by] téglan. Ekkor

b

[ swvaray = | /blfu,y)dx dy

illetve

/f(x,y)d:cdy—/l /fxy in.

Hasonl6an ha f integralhaté a 7" = [ay, by] X [ag, bo] X [as, bs] téglan, akkor

bs [ by [ by
// f(x,y,z)dxdydz:/ / /f(w,y)d;c dy | dz.
T as az al

e Integralas normaltartomanyon :
Legyen ¢ és 1 két egyviltozos fiiggvény, amelyek integrélhatdk az [a, b] zart intervallumon és
x € |a,b] esetén p(z) < ¢(x). Ekkor az

N ={(z;y) :z € [a,b]; p(z) <y < Y(x)}

normaltartomany mérhet6 és ha ¢ és ¢ folytonos, akkor N zart halmaz. Legyen tovabba [ egy
korlatos kétvaltozos fliggvény, amelyik integralhat6 /NV-en. Ekkor
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b [ Y=

//f(fc,y)dxdyz/
N a @
e Integralas korlapon:

Ha K egy tetszGleges R sugart, (xo, yo) kozéppontd korlap a sikban f pedig folytonos kétvaltozos
fliggvény ezen a K korlapon, akkor

)
f(z,y)dy | dzx.
(@)

21

R
//f(x,y)dwdy:/ /r~f(rcosg0+x0,rsincp+yg) dp | dr.
K 0 \o

A fenti transzformdciés képlet egy nagyon specidlis esete egy sokkal dltalanosabb integraltransz-
formacios képletnek. Am az ehhez sziikséges fogalmak ismertetése tilmegy ennek az el6addsnak a
keretein.

Tétel: Alkalmazasok.

e Vékony lemez tomege.
Ha a H test vastagsdga elhanyagolhat6 a tobbi méretéhez képest, akkor a test tomege :

m = //p(af,y) dzdy,

ahol p(x,y) a test stirdisége.
e Vékony lemez tomegkozéppontja (silypontja).

Lf zp(z,y) dedy Lf yp(z,y) dedy

S = y Sy =
m m

e Kiterjedt test tomege.
Ha V egy térbeli test, amelynek sirtisége p(z,y, ), akkor a test tomege :

m = /// p(x,y, z) dedydz

¢ Kiterjedt test tomegkozéppontja (silypontja).

[[[ zp(x,y, 2) dedydz [[] yp(z,y, =) dxdydz [[] zp(z,y, z) dedydz
v v v
= y Sy = y Sz =

m m m

Sz

_55_ U



Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Szamsorozatok konvergencidja

15. Szamsorozatok konvergenciija

15.1. Konvergens és divergens sorozatok

Ha egy val6s fliggvény értelmezési tartoménya a természetes szamok halmaza (illetve altalanosabban annak
egy végtelen része), akkor a fiiggvényt sorozatnak nevezziik. A sorozat hagyomanyos jelolésénél nem
hasznalunk zérGjelet az értékek megadasandl, hanem indexbe irjuk a véltozét. Igy beszélhetiink az a.,,, b,
stb. sorozatokrol. Tehdt az

ay = —
n
sorozat az a fiiggvény, amelyik minden pozitiv egész szdmhoz a szdm reciprokat rendeli.
Az a,, sorozat esetén az n természetes szamhoz rendelt valds szimot a sorozat . tagjanak nevezziik.

Definicié: A konvergencia definicidja.

Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergal az a val6s szamhoz, ha barmely pozitiv £ szdim esetén megad-
haté egy ng (e-t6l fiiggs) kiiszobindex ugy, hogy barmely n > ng esetén a,, és a eltérése, |a,, — a| kisebb
mint €. Logikai jelekkel:

a, — avagy lima, = a, haVe > 03nyg VYn > ng (la, —al < ¢)
Tétel: Az a,, sorozat akkor és csak akkor konvergdl az a szdmhoz, ha barmely pozitiv £ szam esetén a
sorozatnak csak véges sok tagja van messzebb a-t6l mint €. Logikai jelekkel:

a, »a <= Ye>0eseténaz {n:|a, —a] > ¢} halmaz véges.

Tétel: A hatarérték egyértelmd, azaz ha a,, — a és a,, — b, akkor a = b.
Definicié: Divergens sorozatok.

Ha egy sorozat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat divergens. A divergens sorozatokat
tovabb osztilyozhatjuk.

Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat (plusz) végtelenbe tart (divergal), jelekkel leirva a,, — oo, ha minden
pozitiv irdnyu félegyenes véges kivétellel minden tagjat tartalmazza a sorozatnak, azaz

a, — 0o, vagy lima, = oo, haV L € R Inyg Vn > ng (a, > L).

Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat minusz végtelenbe tart (divergal), jelekkel leirva a,, — —o0, ha minden
negativ irdnyu félegyenes véges kivétellel minden tagjat tartalmazza a sorozatnak, azaz

a, — —oo, vagy lima, = —oo, haV L € R 3ng VYn > ng (a, < L).
Ha egy sorozat divergens, de nem tart egyik végtelenhez sem, akkor a sorozat oszcillalva divergens.
15.2. Miiveleti szabalyok

Tétel:
e K¢ét konvergens sorozat 0sszege konvergens és az 0sszeg sorozat hatdrértéke a hatarértékek osszege.
Azaz ha a,, — a és b,, — b, akkor
a, +b, = a+b.

e Haaz a, sorozat konvergdl és c € R tetsz6leges konstans (valds szam), akkor a c-a,, sorozat konvergél
a hatarérték konstans-szorosahoz, azaz ha a,, — a és ¢ € R, akkor

c- G, —C-a.
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e Két konvergens sorozat szorzata konvergens €s a szorzat sorozat hatarértéke a hatarértékek szorzata.
Azaz ha a,, — a és b,, — b, akkor
Qn - b, — a-b.

e Konvergens sorozat reciproka tart a hatarérték reciprokahoz, feltéve, hogy a sorozat tagjai és a hatar-
érték egyike sem nulla. Ebbdl és a szorzatszabdlybdl kiolvashaté a hanyadosokra vonatkozd szabaly :
haa, — aésb, — b, b0, b, # 0, akkor

S

n

E—>

a
=
e Ha az a,, sorozat konvergens és a,, — a, k pedig egy tetsz6leges nem nulla egész szam, akkor
k k
a, —a.

e Ha az a,, > 0 sorozat konvergens és a,, — a, k pedig egy tetsz6leges nem nulla egész szam, akkor
¥a, = Va.

Tétel: Rendor szabaly.
Ha a,, b, és c, harom sorozat, amelyekre

a, <c, <b,ésa, »>aésbh, — a,

akkor a c,, sorozat konvergél és c,, — a.
Azaz ha két, ugyanoda konvergald (tart6) sorozat kozrefog egy harmadikat, akkor az is tart ugyanoda, ahova
a masik kettd.

Megjegyzés: A fenti szabalyok legtobbje kiterjeszthetd azokra az esetekre is, amikor a sorozatok végte-
lenbe tartanak. A kivételes eseteket, amikor nincs érvényes szabdly, kritikus hatarértékeknek nevezziik.
Pontosabban megfogalmazva:

Tétel:

e Végtelen + véges = végtelen.
Végtelen + végtelen = végtelen.
00 + (—00): kritikus.

e Végtelenszer nem nulla = végtelen.
Végtelenszer végtelen = végtelen.
Végtelenszer nulla: kritikus.

e Végtelen per nem nulla = végtelen.
Véges per végtelen = nulla.
Végtelen per végtelen: kritikus.
Nulla per nulla: kritikus.
Nem nulla per nulla: végtelen, ha a nevezd nem vélt elgjelet, egyébként kritikus.

15.3. Monoton sorozatok

Definicié: Korlatos sorozat.
Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat Kkorlatos, ha van olyan K (pozitiv) valés szam, hogy a sorozat minden
tagjara

la,| < K.
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Tétel: Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

Definicié: Monoton sorozat.

Az a,, sorozat monoton novekedd, ha tetszéleges n € N esetén a,, < a,1, azaz a nagyobb index( tag
nem kisebb a kisebb index{i tagndl. Ha itt az egyenl6séget nem engedjiik meg, azaz a nagyobb indexd tag
nagyobb, a sorozat szigorian monoton néovekvo.

Hasonléan az el6z6h6z,az a,, sorozat (szigortian) monoton csokkend, ha a nagyobb indexi tag (kisebb)
nem nagyobb a kisebb indexii tagnal.

Az a,, sorozat monoton, ha monoton né vagy monoton csokken.

Tétel: Monoton sorozat hatarértéke.
Minden monoton és korldtos sorozat konvergens. Altaldinosabban: minden monoton sorozatnak van hatéar-
értéke (nem oszcillal), mégpedig

e konvergal ha korl4tos,
e plusz végtelenhez tart, ha monoton névekedd és nem korlatos

e minusz végtelenhez, ha monoton csokkend és nem korlatos.

15.4. Nevezetes sorozatok
n
Tétel: Az a,, = (1 + —) sorozat monoton novekedd €s korlatos, tehat konvergens.
n

Definicié: Euler konstans (e).
Az el6z0 sorozat hatarértékét e-vel ( Euler konstans) jeloljiik. Ertéke 2 és 3 kozott van, kozelitSleg

e~ 2,718...

Mivel a matematikai analizisben, fizikdban igen gyakran fordul el§ az e alapu hatvanyozas, az e” fiiggvény
inverzének, az e alapui logaritmusnak kiilon jele és elnevezése van: Inx, a természetes alapi logaritmus.
A matematikdban szokds még log x-el is jelolni.

Tétel: Néhany nevezetes sorozat hatarértéke.
0 ha |a| <1
1 haa =1
o0 haa > 1
oszcilldll haa < —1

lima™ =

lim {/a = 1,haa > 0.
lim {/n = 1.

k

s 7z 7z . n
Ha £ tetszGleges rogzitett (n-t6l nem fiiggd) pozitiv egész €s a > 1, akkor lim — = 0.
n—oo

a’I’L

lim — = 0.
n!
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16. Numerikus sorok

16.1. Végtelen sorok konvergenciaja
Ha végtelen sok szamot 6sszeadunk, pontosabban egy a,, sorozat 6sszes elemét 6sszeadjuk, végtelen sort

oo
kapunk. Ezt a végtelen sok tagi 0sszeget a Z ay, kifejezéssel jeloljik.
n=1
Szeretnénk a végtelen sorokhoz hozzarendelni egy szamot, a sor 0sszegét. Ezt nem minden sor esetén tudjuk

megtenni. Tekintsiik a Z 2" =14 244+ --- végtelen sort, és legyen ennek 0sszege az A szam. Mivel

n=0

kétszer akkora szamok 6sszege nyilvan kétszer akkora, ezért a Z 2" =244+8+--- sorOsszege 2- A. De

n=1
ha az eredeti sorbdl elhagyjuk az elsd tagot, azaz kivonunk 1-et, éppen ezt a sort kapjuk. Tehat eljutottunk
az A—1 = 2. A egyenlethez. Ebbdl kapjuk, hogy a csupa pozitiv tagbdl all6 sor, a kettd hatvanyok Osszege

negativ, A = —1. Ez nyilvanval6 képtelenség.
Definici6: Részletosszegek.
[e.e] n
A Z a, végtelen sor n-edik részletosszegén az el6 n darab tag s, = Z a; Osszegét értjiik.
n=1 =1

Definicié: A konvergencia definicidja.

o0

Ha a részletosszegek s, sorozata konvergens és tart az A szamhoz, akkor azt mondjuk, hogy a Z an,
n=1
o
végtelen sor konvergens, és az dsszege A. Ezt tigy jeloljiik, hogy Z a, = A.
n=1
Definici6: Abszolit konvergencia.
oo o0
Azt mondjuk, hogy a Z a,, sor abszolit konvergens, ha a Z |a,,| sor konvergens.
n=1 n=1
Tétel: Ha egy sor abszolit konvergens, akkor konvergens.
Definicio: Divergens sor.
o0
Ha a részletosszegekbdl képzett s, sorozat divergens, akkor azt mondjuk, hogy a Z a, végtelen sor
n=1

divergens.

Definicié: Végtelen, mint a sor dsszege.

o0

Ha lim s, = oo (illetve —o0), akkor azt mondjuk, hogy a E a,, végtelen sor osszege oo (illetve —oo).
n—oo
n=1

Ezt gy jeldljiik, hogy » ~ a, = oo (illetve —o0).

n=1
Megjegyzés: Jegyezziik meg, hogy ha minden a, pozitiv, akkor a részletosszegek (s,,) sorozata monoton
novo, ezért vagy konvergens (ha korlatos), vagy tart a végtelenbe.

16.2. Nevezetes numerikus sorok

Definicié: Geometriai sor.
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o
Ha q tetszbleges valds szam, a Z q" végtelen sort geometriai sornak nevezziik. A (véges) geometriai sor
n=0
) ) : 1—q" PR
osszegképlete szerint s, = 1 . Ebbdl lathat6, hogy
—q
Tétel: .
oo —— halq| <1
S 1L
T = 00 hag>1
n=0 oszcilldl hag < —1
[e.e]
Definicio: Harmonikus sor. A Z — sort harmonikus sornak nevezziik.
n=1 n
o0
) 1 . .
Tétel: Z — = 00, azaz a harmonikus sor divergens.
n
n=1

= 1
Tétel: Z — végtelen sor konvergens, ha o > 1 és divergens ha o < 1.
rn/OL

n=1
16.3. A konvergencia elemi tulajdonsagai

o
Tétel: Ha a Z a,, végtelen sor konvergens, akkor a,, — 0.
n=1
Megjegyzés: A a,, — 0 feltétel a konvergencia sziikséges feltétele, de nem elégséges, mit azt a harmoni-
kus sor példdja is mutatja: a harmonikus sor tagjai nullahoz tartanak, de a harmonikus sor divergens!

Tétel: Miiveleti szabalyok.
o0 [ee]
e Haa Z a, végtelen sor konvergens és dsszege A, akkor tetszdleges ¢ valds szam esetén a Z(c “ay)

n=1 n=1
végtelen sor is konvergens és 0sszege ¢ - A. Roviden:

o oo
Z(c-an) :c~Zan.
n=1 n=1

e Haa Z a, és Z b, végtelen sorok konvergensek és Osszegiik A illetve B, akkor a Z(an + by)

n=1 n=1 n=1

végtelen sor is konvergens és 6sszege A + B. Roviden:

i(an +b,) = ian + an.
n=1 n=1 n=1

Megjegyzés: Altalinos szorzat szabaly nincs !
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16.4. Konvergencia kritériumok

Tétel:

Majorizacios elv.

Haa Z ay, és Z b, végtelen sorok tagjaira teljesiil, hogy |a,| < b, és a Z b,, végtelen sor konver-

n=1 n=1 n=1

oo
gens, akkor a g a, végtelen sor abszoldt konvergens.
n=1

A fenti tételben elég az is, ha az |a,,| < b, feltétel véges sok tag kivételével minden n-re teljesiil.
Nagysagrendi kritérium.

*e”. e Z a/ z
Haa Z a, és Z b, két pozitiv tagi sor és b—" — ¢, ahol 0 < ¢ < oo, akkor a két sor egyszerre

n=1 n=1 n

konvergens vagy divergens, azaz ha az egyik sor konvergens, akkor a mésik is.

Hanyadoskritérium.

o0

— @, akkor a Z a, végtelen sor ¢ < 1 esetén abszolut konvergens, ¢ > 1 esetén pe-

|an| =1
dig divergens. A ¢ = 1 esetben a hanyados kritérium segitségével nem tudjuk elddnteni,hogy a sor
konvergens vagy divergens.

Gyokkritérium.

o0
Ha {/|a,| — ¢ akkor a Z a, végtelen sor ¢ < 1 esetén abszolit konvergens, ¢ > 1 esetén pedig

n=1
divergens. A ¢ = 1 esetben a gyokkritérium segitségével nem tudjuk eldonteni,hogy a sor konvergens

vagy divergens.

Integral kritérium.

Ha f egy monoton csdkkend pozitiv fiiggvény az [1, co) félegyenesen, akkor a Z f(n) végtelen sor

n=1
oo

és az / f(x) dx improprius integral egyszerre konvergens vagy divergens.

1
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17. Hatvanysorok, Taylor sor

17.1. Fiiggvénysorok

Gyakran sziikség van arra, hogy végtelen sok fiiggvény osszegét probéljuk meghatirozni. igy kapjuk a
fiiggvénysor fogalmat.

Definicié: Fiiggvénysor konvergenciaja.

Ha (f,,) fuggvények egy végtelen sorozata, akkor azt mondjuk, hogy a Z fn fiiggvénysor (pontonként)

n=1

konvergil a H halmazon és osszege az f : H — R fiiggvény, ha minden x € H esetén a Z fn(x)

n=1
végtelen sor konvergens és dsszege f(z). Ezt dgy jeloljiik, hogy Z fn = [ illetve Z fu(z) = f(2).
n=1 n=1
Definiciéo: Konvergencia tartomany.
A Z fn fiiggvénysor konvergenciatartomanya azon pontok halmaza, ahol a fiiggvénysor konvergens.
n=1

17.2. Hatvanysorok

Definici6: Hatvanysor.
Ha (a,,) egy sorozat, c pedig egy valds szam, akkor a

Z an(x —c)"

alaku fiiggvénysort ¢ kozépponti hatvanysornak nevezziik.

Tétel: A hatvanysorok konvergenciatartomdnya mindig egy olyan intervallum, amelyik az esetleges vég-
pontokat kivéve szimmetrikus a hatvanysor kozéppontjara, c-re.

A fenti tételbe beleértendd az az eset, amikor ez a tartomdany az egész szamegyenes, illetve az egyediil a ¢
pontbdl 4116 halmaz.

Definiciéo: Konvergenciasugar.
A hatvanysor konvergenciasugara a konvergenciatartomany hosszanak fele, ha ez véges szdm €s oo, ha a
hatvanysor az egész szamegyenesen konvergens.

A Kkonvergenciatartomany belseje a (¢ — R, ¢ + R) nyilt intervallum, ha R véges, illetve R, ha R = oc.

©  n
. x . . . . .
Tétel: A E — hatvdnysor konvergenciatartomdnya a [—1,1) intervallum, konvergenciasugara 1, a kon-
n
n=1
vergenciatartomény belseje pedig a (—1,1) nyilt intervallum.
o :En
Tétel: A E - hatvanysor konvergenciatartomanya R, konvergenciasugara oo, a konvergenciatartomany
n!

n=1

belseje pedig szintén R.
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Tétel: A konvergenciasugar kiszamolasa. Ha lim {/|a,| = L illetve ha lim |0|L”+|1| = L, akkor
Qn
1
— ha0< L <oo
R— L
~ )Y oo haL=0
0 hal=o00
Tétel: A hatvanysor derivaltja. Ha f(z) = Z a,(x —c)", akkor f derivéalhaté a konvergenciatartomany
n=0

belsejében és
f'(@) =Y nay(e -,
n=1

azaz hatvanysort tagonként lehet derivalni. A derivalt sor konvergenciasugara megegyezik az eredeti hat-
vanysor konvergenciasugaraval.
o0

Tétel: A hatvanysor integralja. Ha f(x) = Z a,(x — ¢)", akkor f-nek van primitiv fiiggvénye a kon-

n=0
vergenciatartomany belsejében és (az egyiket) megkaphatjuk a hatvanysor tagonkénti integralasdval :

Flz)=Y n‘f’; (= o),

n=0
Az igy kapott integral sor konvergenciasugara megegyezik az eredeti hatvanysor konvergenciasugaréval.
17.3. Taylor polinom

Ha az f fiiggvény n-szer derivalhat6 a ¢ pontban akkor kereshetjiik azt a legkisebb fokszamu polinomot,
amelynek els6 n derivaltja a ¢ pontban megegyezik az f fiiggvény megfelel6 derivéltjaival. Itt a 0-adik
derivélton a fliggvény helyettesitési értékét értjiik. n = 1 esetén ez a polinom c-beli érintd lesz:

ti(z) = f(o) + f()(x — o).

Definicié: Taylor-polinom.
Ha az f fiiggvény n-szer derivdlhaté a ¢ pontban akkor a

f// (C)

to(x) = f(e) + f'(c)(x —c) + T(;p — )4t

k=

o

n-ed foku polinomot az f fiiggvény c pontbeli n-edik Taylor-polinomjanak nevezziik.

Tétel: ¢, (z) az egyetlen legfeljebb n-edfokd polinom, amelynek az els6 n deriviltja a ¢ pontban megegyezik
az f fiiggvény megfeleld derivaltjaival.

Az f(x) — t,(z) kiilonbség, a "maradék” tobbféle formdban is felirhatd, ezek koziil itt csak egy szerepel,
az ugynevezett Lagrange-féle maradék.

Tétel: Taylor-formula Lagrange-féle maradékkal.
Legyen az f fiiggvény n + 1-szer derivélhat6 a [c, x] intervallumon. Ekkor van olyan d € (¢, ) szam,
amelyre

_ - f(k)(c) k f(nH)(d) n+1
f(I)—kZ;T(SC—C) +m(f€—0) :

_63_ U



Bevezeto matematika kémikusoknak 2. Hatvanysorok, Taylor sor

Ha az f fuggvény n + 1-szer derivdlhat6 a [z, | intervallumon, akkor van olyan d € (z, ¢) szdm, amelyre a
fenti egyenldség teljesiil.

A Taylor-formuldban szerepld
f(d)
(n+1)!
Lagrange-féle maradék sok fiiggvény esetén alkalmas arra, hogy megbecsiiljiik a fiiggvény és a Taylor-
polinom eltérését.

(x — )"

17.4. Taylor sor

Definicié: A Taylor sor definicidja.
Legyen f akarhanyszor derivdlhaté a ¢ pontban. Ekkor a

() (.
Zf ()(I—C>n

n!

n=0
hatvanysort az f fiiggvény c pontbeli Taylor-soranak nevezziik, a fenti sorban szerepld

f™(e)

n!

Ay —

egyiitthatokat pedig Taylor-egyiitthatoknak.

Természetes kérdés, hogy milyen feltételek mellett igaz, hogy a Taylor-sor elddllitja a fiiggvényt, legaldbb
is a ¢ pont egy kornyezetében. Azt is meg kell vizsgdlni, hogy egy fiiggvényt hogyan lehet hatvanysor
Osszegeként eldallitani.

Tétel: A hatvanysor eloallitas egyértelmi. Ha

@)= aua o

teljesiil a ¢ pont egy kornyezetében, azaz a konvergenciasugar nem nulla, akkor az f fiiggvény akarhanyszor
derivalhato a c pontban €s a hatvinysor megegyezik a Taylor-sorral, azaz minden n € N esetén

0

n!

n

A fenti tétel szerint egy fiiggvényt csak a Taylor-sora tudja hatvanysorban eldéllitani. De forditva nem igaz,
hogy a Taylor-sor biztosan el6allitja a fiiggvényt. Lehet hogy a Taylor-sor csak c-ben konvergens, de az
is, hogy mindeniitt konvergens, de csak c-ben lesz az 6sszeg az f fiiggvény értéke. Ez utdbbi esetre mutat
példat a kovetkezd tétel.

Tétel: Legyen

eV haz#0
f(x)_{ 0 haz=0"

Ekkor az f fiiggvény akarhdnyszor derivalhaté és a O-ban minden derivéltja nulla. Igy tehét a 0-hoz tartozé
Taylor sor az azonosan nulla fiiggvényt dllitja els, viszont f(x) > 0 ha x # 0.

Tétel: Ha az (a, b) intervallumon az f fliiggvény akarhanyszor derivalhaté és megadhaté egy M szdm dgy,
hogy tetszSleges n € N és x € (a,b) esetén | f () (93)| < M, akkor minden ¢ € (a, b) esetén a c-hez tartozo
Taylor-sor elGéllitja a fiiggvényt az (a, b) intervallumon.
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7z

Ebbdl a tételbdl azonnal kovetkezik, hogy az e”, sinz, cosx fiiggvényeket mindeniitt eldallitja a 0-hoz
tartoz6 Taylor-soruk.

Tétel: Nevezetes Taylor-sorok.

o ¢ = x—‘ hazx € R
= n
o 1.271—&-1
® SINT = z;(—l)nm hazx € R,
0 x2n
) cosx:Z(—l) o) haz € R;
n=0
o0 x2n+1
0 I.Zn
° chxzz(2n>! haz € R;
n=0
1 =
.1—x:;$ ha |z| < 1;
o In+1
o In(l+z)=> (- )'o— halel < 1;
n=0
i p2n+l
e arctgz = ) (—1)" ha |z| < 1.
o 2n +1
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18. Fourier-sorok

Ha 0sszeadunk véges sok 27 szerint periodikus fiiggvényt, 27 szerint periodikus fiiggvényt kapunk. Ez
végtelen Osszegre is igaz, feltéve, hogy a fliggvénysor konvergens R-en. Ehhez persze elég, hogy egy 27
hosszu intervallumon konvergens legyen az Osszeg.

Miért tudjuk megkiilonboztetni a hegedii hangjat a kiirt hangjatol, ha ugyanabbdl a kottdbdl jatszanak ?

A legegyszerlibb 27 szerint periodikus fiiggvények azok, amelyek a sinnz és a cosnzx fliggvényekbdl
"keverhetdek" ki. Itt n = O esetén a konstans fiiggvényt kapjuk. Igaz-e, hogy minden periodikus (vagy
legalabb is a legtobb) elddll az emlitett fliggvényekbdl végtelen dsszeg segitségével ?

Ezekkel a problémdkkal a Fourier sorok elmélete foglalkozik. Az els6 konkrét probléma a rezgd hir egyen-
letének a megtaldldsa volt a XVIII. szdzadban (d’ Alambert, Bernoulli, Euler). A XIX. szdzad elején Fourier
alkalmazta az el6z6 (bar vitatott) médszert a hovezetés egyenletének megtaldlasara.

Definicié: Trigonometrikus sorok.
o0

Az ag + Z(an cosnx + by, sin nx) alakd fiiggvénysorokat trigonometrikus soroknak nevezziik.

n=1

Az itt szerepld {sinnx, cosnz : n =0,1,2,...} figgvényeket trigonometrikus rendszernek nevezziik.

Ha f(x Z fn(z) egy, a H halmazon konvergens fiiggvénysor Osszege és n egy pozitiv egész szam,

akkor a fuggvenysor n-edik maradéka az

=Y ) = £ = 3 fule)

fliggvény sor. Ez szintén konvergens a / halmazon.

Definicio: Fiiggvénysor egyenletes konvergenciaja.

Azt mondjuk, hogy a Z fn(z) fiiggvénysor egyenletesen konvergens az [a, b] intervallumon, ha minden

n=1

pozitiv e-hoz van olyan n kiiszobindex, hogy barmely n > ng és = € [a, b] esetén
|R.(x)| < e. Logikai jelekkel is leirjuk ezt a bonyolult llitast:

Ve>03no e NVn>ngVe €la,b (|Ru(x)] <e).

Az "egyenletes" sz6t az indokolja, hogy a fenti definici6 val6jdban azt jelenti, hogy a pontonkénti konver-
gencidndl a minden x-re kiilon-kiilon vélasztott kiiszobindexet x-t6l fiiggetleniil egyszerre is megvalaszt-
hatjuk egy adott e-hoz.

Tétel: Weierstrass-Kkritérium.
Ha az f,(z) fuggvenyekhez taldlhatok olyan a, valos szamok, hogy minden n € N és v € H esetén

|fn(2)] < ay,és Z a,, konvergens, akkor a Z fa(z) fiiggvénysor egyenletesen konvergens a H halmazon.

n=1 n=1
o0
Egy ilyen E a, sort numerikus majorans sornak neveziink.
n=1

Hae () figgvénysornak van numerikus majoransa a H halmazon és minden | f,, fiigegvénynek
gy ggveny j ggveny
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o0
van itt maximuma, M,,, akkor a E M, sor is numerikus majordns. Mivel derivalhaté fiiggvények ese-

n=1
tén vannak mddszereink a maximum megkeresésére, legalabb is intervallum esetén, igy a legelterjedtebb

mobdszer numerikus majorans segitségével megéllapitani az egyenletes konvergenciat az, hogy megnézziik,

oo
konvergens-e a g M, sor.

n=1
Meg kell jegyezni azonban, hogy egy fiiggvénysor ugy is lehet egyenletesen konvergens, hogy nincs nume-
rikus majorans sora. Ilyen sorra példa a
r+n

n=1

3

sora 0 < x < oo félegyenesen. Ugyanis itt

1 1
= < —.
r+n n

=" _

Ry,
Fule)] < |

Tétel: A trigonometrikus rendszer ortogonalis a [0,27] intervallumon, azaz teljesiilnek a kovetkezd
egyenletek :
e Han > 1 egész, akkor

2 2

.2 _ 2 —
/sm nxdx—/cos nrdr =m
0 0

e Ha n és m két nemnegativ egész szam, akkor

21

/sinna: cosmzdxr =0

0

e Ha n és m két kiilonbdzd nemnegativ egész szam, akkor

2m 2m
/sinnx sinmaz dr = /cos nr cosmzdr =0
0 0

A fenti allitdsokat egyszerre is megfogalmazhatjuk.

Tétel: Ha o(x) és 1)(x) két tetszGleges fiiggvény a trigonometrikus rendszerbdl és legaldbb az egyik nem a
konstans 1 fiiggvény, akkor

[ewuaa={ 5wt

0

Tétel: Cantor tételének egy specialis esete.

Tegyiik fel, hogy az f(x) = ag + Z(an cosnx + by, sin nx) trigonometrikus sor egyenletesen konvergens
n=1
R-en (ez ugyanaz, mint [0,27]-n). Ekkor f mindeniitt folytonos és
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2 2
1 1
a, = — / f(x) cosnzdr, b, = — / f(:(,’) sinnx dzx, (n > 1)
T n
0 0

A fenti tétel egy specidlis esete (mert feltettiilk az egyenletes konvergenciat) annak a tételnek, hogy ha egy

periodikus fiiggvényt el6 tudunk 4llitani trigonometrikus sor segitségével, akkor az eldéllitdsaban szerepld
a, és b, egyiitthatok egyértelmtien meghatarozottak (Cantor tétele).

Definicio: Fourier-egyiitthatok, Fourier-sor.
Ha f : R — R periodikus 27 szerint és integralhat6 a [0,27] intervallumon, akkor az

21

ao = %/f(x)dm

0

2T 2T
1 1
a, = —/f(l‘) cosnzdr, b, = —/f(x) sinnx dzx, (n > 1)
N

™
0 0

szamokat az f fiiggvény Fourier-egyiitthatéinak, az altaluk felirt

ap + Z(an cos nx + by, sin nx)

n=1
trigonometrikus sort pedig az f fiiggvény Fourier-soranak nevezziik.

Megjegyzés: Jegyezzilk meg, hogy a Fourier-egyiitthatokat meghatarozo integralok hatarainak, a periédu-
sossdg miatt, tetszdleges 27 hosszu intervallum végpontjait is vélaszthatjuk.

Tétel: Paros és paratlan fiiggvények Fourier-sora.

e Ha a 27 szerint periédusos f(x) fiiggvény pdros, akkor minden b,, = 0, azaz a Fourier-sora tiszta
koszinuszos sor.

e Ha a 27 szerint periédusos f(z) fiiggvény pératlan, akkor minden a,, = 0, azaz a Fourier-sora tiszta
$ZINuSZOos SOr.

Tétel: Ha egy 27 szerint periodikus fiiggvény folytonos és a Fourier-sora egyenletesen konvergens,akkor a
Fourier-sor 6sszege minden = pontban f(z)-el egyenld, azaz az f-et elGéllitja a Fourier-sora.

Definicié: Szakaszonként folytonos fiiggvény.

Azt mondjuk, hogy az f(z) fuggvény szakaszonként folytonos az [a, b] intervallumon, ha véges sok pont
kivételével folytonos és minden szakaddsi helyen van (véges) baloldali és jobboldali hatarértéke. Természe-
tesen az a végpontban csak a jobboldali, a b-ben pedig baloldali hatarértéket koveteliink meg.

Tétel: A Fourier-sor pontonkénti konvergenciaja.

Ha az f(z) fuggvény 27 szerint periodikus és f(x) valamint f’(z) szakaszonként folytonos a [0,27] in-
tervallumon, akkor az f(x) fiiggvény Fourier-sora mindeniitt konvergens, az f(x) fiiggvény folytonossagi
helyein a Fourier-sor el&dllitja a fiiggvényt, a szakaddsi helyeken pedig a fliggvény bal és jobboldali hatar-
értékének a szamtani kozepe.
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19. Linearis vektorterek

19.1. Az n-dimenzios vektortér

Definicio: Az n dimenziés Euklideszi tér.
Ha n egy pozitiv egész szdm, akkor R" jeloli az n tagd szamsorozatok halmazat. Egy ilyen a sorozat
elemei a pont illetve vektor koordinatai. Ha ennek az a vektornak a koordindtdi rendre az aq, as, ..., a,
akkor a vektort igy jeloljiik:

a1

45

Qn
Ebben a részben a vektorok tehdt oszlop-vektorok és nem a kényelmesebb jelolést sor-vektorok. Ennek
az az oka, hogy csak igy lehet a vektor-miiveleteket azonositani a métrix-miveletekkel.
Azt a vektort, amelynek minden koordinatdja nulla a O jeloli .

Definici6: Vektor-miiveletek.
Haa,b € R" két n-dimenzids vektor A € R pedig egy valds szdm vagy mds néven skaldr, akkor definidl-
hatjuk a két vektor odsszegét illetve az egyik skaldrszorosat:

ay by ap + by ax Ay
a b as +b a Aa
a+b= .2 + .2 = 2_ > | illetve A -a = A .2 = .2
(079 bn an + bn n )\Cln

Tehét a miveleteket koordinatanként kell elvégezni.

Tétel: Miiveleti szabalyok.

e a+b =D>b 4 a,az dsszeadds kommutativ.
e (a+b)+c=a+(b+c)=a+b +c,azdsszeadds asszociativ.
e a + 0 = a, anull-vektor az additiv egység.

e l-a=aés0-a=0.

a + (—1)-a = 0, additiv inverz.
e M-(a+b)=X-a+ A -b.
e AN +p)ra=XA-a+pu-a

o (Au)a = A(ua)

Definicié: Vektorok kiilonbsége.
A fenti szabdlyok alapjan bevezetjiik két vektor kiillonbségét:

a—b=a+(-1)-b.

Definicié: A tovabbiakban e ; jeloli azt a vektort, amelyiknek az i-edik koordinatdja 1 a tobbi pedig 0. Ezt
a vektort az i-edik egységvektornak nevezziik.
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Tétel: Az egységvektorok segitségével felirhatjuk az a vektort egy igynevezett linearis kombinacio se-
gitségével, mégpedig egyértelmiien:

ai
(05} n
a = . =ae; +aes+---+a,e, = g a;e;.
: i=1
Qp,

Definicié: Vektor hossza vagy abszoliit értéke.
Az a vektor hossza, |a | a kovetkezGképpen van definidlva:

ai

a2
al=|| 7 ||=atad+ - tat=

Tétel: Az abszolit érték tulajdonsagai.

ejla|=0 <= a=0
o A-al=|Al-la]
e |a +b]| < |a|+ |b| Haromszog-egyenlotlenség.

Definici6: Skalarszorzat.
Haa,b € R" két n-dimenzids vektor, akkor a két vektor skalarszorzata egy valés szam, mégpedig

a-b = (Ilbl +agbg+"'anbn = Zalbz
=1

Itt ay, as,- -+ ,a, az a vektor, by, bs, - - - | b, pedig a b vektor koordinétait jeloli.
Tétel: A skalarszorzat tulajdonsagai.

e a-b =b -a, askalarszorzat kommutativ.
e (a+b)-c=a-c+b-c

e (Ma)-b=a-(Ab)=XAa-b)

e la|=va-a=+a2

Definicio: Azt mondjuk, hogy az a és a b vektor meroleges egymasra, haa -b = 0.

Definiciéo: Bazis vektorok.

Az R" vektortér {b1,bs,...,b,} vektoraibdl all6 rendszert bazisnak neveziink, ha barmely a vektorhoz
egyértelmiien talalhatok olyan (31, s, . . ., 8, szdmok, amelyekre

a :51b1+52b2+"'+5nbn22ﬁibi
i=1

Tehdtaz {e,; : i = 1,2,...,n} egy bazisa az n-dimenziés térnek. Léteznek azonban mds bazisok is.
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19.2. Matrixok

Definicio: A p X g-as matrix valés szamoknak egy olyan téglalap alaku tablazata, amelynek p sora €s g
oszlopa van. Egy dltaldnos A matrix i-edik sordban és j-edik oszlopdban taldlhat6 szdmot a;;-vel jeloljiik.
Magit az A matrixot pedig

@11 Qa2 ... Qg

Q21 Q22 ... Qg
A=

Gp1 Ap2 ... Apg

jeloli. Az 6sszes p x g-as matrixok halmazat RP*9 jeloli.

Azokat a matrixokat, amelyeknek ugyanannyi sora van mint oszlopa, azaz az n x n-es matrixokat négyzetes
matrixoknak nevezziik.

Definicio: Matrixok Osszege és konstansszorosa.
Definidljuk két azonos méretii matrix osszegét és egy matrix szamszorosat :

@11 Q12 ... Qg b11 b12 ce blq aiy + bll aio + b12 <o Qg + blq
A21 Q22 ... QAyq bar b ... qu a1 +bar  ag +by ... Qoq + b2q
A+B=] . +1 . = )

Ap1 Qp2 ... Apg bpl bpg Ce bpq Qp1 -+ bpl Qp2 -+ bp2 cee Qpg + bpq
a1 a2 ... Qg )\(lu /\CL12 e /\alq
(21 Q22 ... QAyq )\(lgl )\GQQ e /\agq

AA =) =

p1 Gp2 ... Qpg Aapi Aapz ... Ay,

Tehat a miiveleteket ugy végezziik, hogy a megfeleld helyeken 4ll6 szdmokat Osszeadjuk illetve a métrix
minden elemét megszorozzuk ugyanazzal a valds szdmmal.

Definici6: Null-matrix.
Vezessiik be a null-matrix fogalmat: ez az a matrix, amelynek minden eleme 0. Ennek jele egyszertien 0,
ez nem okoz majd félreértéseket.

00 ...0

00 ...0
0=

00 ...0

Tétel: Miiveleti szabalyok. Az 6sszeadds és a skaldrral val6 szorzas szabalyai ugyanazok mint a vekto-
roknal. Tehét:

e A+ B =B+ A, az 9sszeadds kommutativ.

(A+ B)+C=A+ (B+C)= A+ B+ C, az 6sszeadas asszociativ.

A+ 0= A, anull-métrix az additiv egység.

A+ (—1)A = 0, additiv inverz.

MA+ B) = M + AB.

(A + u)A = XA+ uA.
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o (M)A = A(pA)
e 1-A=Aé0-A=0.

Megjegyzés: A miiveleti szabdlyok hasonlésdga a vektormiiveletekhez nem véletlen. Az n-dimenzids vek-
torokat tekinthetjiik olyan matrixoknak amelyeknek n sora és csak egy oszlopa van. Igy a vektorok kozotti
Osszeadast és skalarral vald szorzast megkaphatjuk gy, mint a megfelel6 matrix miiveletek eredményét.

A vektorok kozotti skaldrszorzatot is megkapjuk majd mint specidlis alaku matrixok szorzatat.

Definici6: Matrixok szorzasa.
Legyen A € RP*? egy p X g-as matrix B € R?*" egy ¢ x r-es matrix. Ekkor definidljuk a két matrix
szorzatat, a C' € RP*" p X r-es matrixot:

a1; a2 ... Qg b11 blg Ce blr Ci1 Cig ... Cip

Q21 Q22 ... QAyq b21 b22 e bgr Co1 C22 ... Cop
C=AB=| . . _

Ap1  Ap2 Qpq bql bq2 Ce bqr Cp1 Cp2 ... Cppr

q
ahol Cij = aﬂblj + aigbgj R aiqbqj = Z aisbsj-

s=1
Ezt a fajta szorzdst sor-oszlop szorzasnak is nevezik, mivel a c;; elemet gy kapjuk, hogy az elsd tényez6
1-edik sorat (skaldrisan) szorozzuk a masodik tényezd j-edik oszlopaval.

Megjegyzés: Fontos megjegyezni, hogy két matrix szorzatat csak akkor értelmezziik, ha a masodik ténye-
z6nek, most B-nek ugyanannyi sora van mint ahany oszlopa van A-nak, az elsé tényezdnek.

Tehat a matrixok szorzasa nem kommutativ, mert a forditott sorrend@ szorzas altalaban nincs is értelmezve.
Persze ha mindkét matrix négyzetes métrix, akkor van értelme a forditott sorrendii szorzdsnak, de majd
latunk példat arra, hogy a szorzds még igy sem kommutativ !

Tétel: A matrixszorzas miiveleti szabalyai.
e (AB)C = A(BC), a métrixszorzds asszociativ.

e A(B+ C)= AB + AC, baloldali disztributivitas.
e (A+ B)C = AC + BC, jobboldali disztributivitas.
e \M(AB) = (M)B = A(\B)

Definicié: Transzponalt matrix.

Ha A € RP*? egy p x ¢g-as matrix, akkor a B € R7*P, az A métrix transzponaltja az a matrix, amelyet Ggy
kapunk, hogy a matrix sorait és oszlopait felcseréljiik, azaz b;; = a;;. Az A matrix transzponaltjat AT -vel
jeloljiik.

Tétel: Ha az a és b vektoroknak megfelel6 n x 1 matrixokat a-val illetve b-vel jeloljiik, akkor

a-b=db=10"a.

Megjegyzés: A tovibbiakban egy vektort és a neki megfeleld métrixot ugyantgy jeloljiik. Igy tehat, ha A
egy p X g-as matrix x pedig egy g-dimenzids vektor, akkor azy = Ax matrixszorzat eredménye tekinthetd
egy p-dimenzids vektornak.

19.3. Linearis leképezések

Definicio: Egy A : RY — RP leképezést linearis leképezésnek neveziink, ha mivelettartd, azaz tetszleges
a,b € R7¢és )\ € R esetén
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e Ala +b)=A4a +Ab
e A(Na) = )\Aa

Mint lathato, linedris leképezések esetén, ha nem okoz félreértést, nem tessziik zardjelbe a leképezés argu-
mentumat.

Definicié: Linearis leképezés matrixa.
Legyen A : R? — RP egy linedris leképezés. Jelolje a ; az e ; egységvektor A szerinti képét. Tehat

Ae j = aj.
Ekkor az A linedris leképezéshez hozzarendelhetjiik azt az A p x g-as matrixot, amelynek j-edik oszlopaban
éppen az a ; koordinatdi dllnak. Ezt a matrixot az .A linearis leképezés matrixanak nevezziik.
Masrészt minden A p X ¢-as matrix segitségével definidlhatunk egy A : R? — RP linedris leképezést. Ha
x € RYtetszbleges g-dimenzids vektor, akkor legyen

Ax = Ax.

Konnyen lathato, hogy az igy kapott leképezés tényleg linedris leképezés.

7

Tétel: Az el6z6ekben definidlt megfeleltetés matrixok és linedris leképezések kozott egy-egy értelmi: egy
tetszGleges A p X g-as matrixhoz tartozé A linearis leképezés matrixa éppen az A matrix.

Tétel: Legyen B : R” — R és A : R? — RP két linedris leképezés, matrixaik pedig B illetve A. Ekkor a
C:R" — R? = A o B osszetett leképezés matrixa éppen a C' = A - B matrix.

Definici6: Linearis transzformacio.
Az R™ vektortér onmagédba képzd linedris leképezéseit linearis transzformacioknak nevezziik.

Azt a linedris transzformdaciot, amelyik minden vektort helybenhagy identitasnak, jele Z a neki megfeleld
I matrixot egység matrixnak nevezziik. Tehat tetszéleges x € R" esetén Zx = x €s

1 0 ...0

01 ...0
I =

0 0 1

Definicié: Linearis egyenletrendszer.
Tekintsiik a kovetkezd, g ismeretlenbdl és p egyenletbdl allo

a11x1 + apxs + 0 a1y =b
a211 + agrey + --- A2qTy = bg
Ap1T1 + ATy + 0 apeTqy = by

linearis egyenletrendszert.

Ha az egyenletek bal oldaldn szerepld a;; egyiitthatokat egy p x g-as A matrix elemeinek tekintjiik, az x;
ismeretleneket egy p-dimenzids x vektor koordinatdinak, a b; szdmokat pedig a b vektor koordinatdinak,
akkor az egyenletrendszer a sokkal tomorebb

Ax =b

alakban is irhatjuk.
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Ha az A matrixnak megfelels linearis leképezést A jeloli, akkor tehat a
Ax =b

egyenlet megolddsa azt jelenti, hogy adott A linedris leképezés és adott b vektor esetén keressiik azt az x
vektort amelynek A szerinti képe éppen a b vektor.

Természetesen meriil fel az a kérdés, hogy igaz-e , hogy minden b esetén van megoldas és az egyértelmd.
Ez annak a kérdésnek a vizsgdlata, hogy a A : R? — RP? linedris leképezés mikor bijekcié R? és R? kozott.

Tétel:
e Haaz A:R? — RP linedris leképezés injektiv (egy-egy értelmi), akkor g < p.

e Haaz A:R? — RP linearis leképezés sziirjektiv (raképezés), akkor ¢ > p.
e Haaz A : RY — RP linedris leképezés bijektiv (azaz van inverze), akkor p = q.

e Ha p = ¢ akkor az A linedris transzformaci6 pontosan akkor injektiv (egy-egy értelmi), ha sziirjektiv
(rdképezés).

Igy tehat csak akkor remélhetjiik, hogy minden b esetén van egy és csak egy megoldds, ha az A linedris
leképezés matrixa négyzetes matrix.

Definicio: Matrix inverze.
A B n x n-es matrixot az A n X n-es matrix inverzének nevezziik, ha B - A = [. Ekkor a B matrixot
A~Ll-el jeloljiik. Ha az A mdtrixnak van inverze, akkor invertalhaté matrixnak nevezziik.

Tétel: Ha az A matrix invertalhato és inverze A~ akkor

A- A=A A=1]

Definicié: Ortogonalis matrix.
Az A € R™" matrixot ortogonalis matrixnak nevezziik, ha invertdlhaté és az inverz matrix éppen a
matrix transzponaltja. Mas széval A ortogonalis, ha

A-AT=AT A=1

Tétel: Ha az el6bb vizsgilt linedris egyenletrendszer esetén p = ¢ = n és az A matrix invertalhatd, akkor
Ab = AN Ax) = (A1 A)x = Ix =x.

Ekkor tehét az egyenletrendszer minden b vektor esetén egyértelmiien megoldhato.

Természetesen meg kell vizsgélni azt a kérdést, hogy mikor van egy matrixnak inverze €s azt hogyan lehet
megkapni. De ehhez a n-ed rendli determindnsok fogalmaéra és tulajdonsagaira lesz sziikség.

19.4. Determinansok

Az n-ed rendii determinans egy hozzarendelés, amely n x n darab négyzet alakban elrendezett szimhoz
rendel egy szdmot. A determindns jelolése:
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a;pr aig ... QA1n

21 Q29 ... Qon
D =

Ap1 Ap2 ... Ay

A hozzarendelés megadasahoz sziikségiink lesz az aldeterminans fogalmara.

Definicio: Aldeterminans.

Legyen D egy n-ed rendd determindns. A D determindns (i,j)-edik aldeterminédnsa az az n — 1-ed rangu
D;; determinans, amelyet D-bdl tigy kapunk, hogy kihagyjuk D i-edik sorat és j-edik oszlopét. Ha tehat
1<i<n, 1< 5 < n,akkor

a1 P al(j,l) al(j+1) e QA1
ay; a2 ... Qin
D— 21 G2 ... Q2 D — aG-11 - Q6-1)(-1) Q@i-1)(G+1) --- Q@-1)n
D1 oo G+1)G-1) QDG+ oo G(i+Dn
Ap1 QAp2 ... Qpp :
QAp1 N an(j,l) an(jJrl) e QApn

Az A;; = (—1)""7 D,; szdmot a D determinans (i, j)-edik elGjeles vagy adjungalt aldetermindnsanak
nevezziik.

Definicio: Az n-ed rendi determinans rekurziv definicioja.
A determinéns definiciéjat n szerinti rekurzidval adjuk meg.

Han = 1 akkor D = |ay;| = a1;. Nem tévesztendd Gssze az abszoltt értékkel !

aix aiz
Q21 Q22

Han =2, akkor D = = A11G22 — G12021

Ha mar az n — 1-ed rend{i determinansokat mar definialtuk, akkor

a;; a2 ... Q1
n n
A21 A29 ... (Qopn .
_ _ _ 1+ _
D= = a1 Dy —apDig + - £ ay, Dy, = E (—1) ]allej = E alelj
. j=1 7=1
ap1 Ap2 ... Ay,

Definicié: Foatlo. A D determindns azon elemeit, amelyeknek a sor és oszlop indexe megegyezik, azaz az
{a;; :i=1,...,n} szdmokat a determinans féatlojanak nevezziik.

Tétel: A determinans tulajdonsagai.
e Ha a determindns két sordt felcseréljiik, a determindns értéke (—1)-el szorzédik. Ezért
— ha a determinéns két sora megegyezik, a determindns nulla.

e Ha valamelyik sor minden elemét ugyanazzal a A\ szimmal megszorozzuk, akkor a determindns értéke
is A-val szorzédik:

)\Clll )\&12 c. )\CLln aip a2 ... Qip

a21 922 c. QAon, ag) @22 ... QA2p
= Al .

an1 Ap2 ... Ann Ap1 Gp2 ... Qpn

Specidlisan
— ha a determindns egyik sora csupa 0-bdl all, akkor a determindns értéke is 0.
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e Ha a determindns egyik sordnak minden eleme kéttagu 0sszeg, akkor a determindns két determinédns
Osszegére bomlik, ahol az egyikben az adott sorban rendre az 6sszegek egyik tagja a masikban pedig
a masik tagja szerepel, a tobbi elem pedig mindkettdben ugyanaz mint az eredeti determindnsban:

ay + 011 a2+ bo a1y + b1y aiy a2 ... Gip bpi b2 ... bpn
21 22 e Q2n, (21 Q22 ... QAgp 21 Ag2 ... do2p

=1 . +
QAn1 Ap2 PN QApn Ap1 Ap2 ... QApn Ap1 QApo2 ... Apn

Ha egy sorhoz hozzdadjuk a determindns egy masik sordnak A-szorosit, a determindns értéke nem
valtozik. Ha tehat ¢ > 1, akkor

ain + Aa;; ap + Mg 1p + Ay, ail iz ... Qip
a921 929 Ce Qon 21 QA922 ... Aoy,
an1 An2 s Apn ap1 Qp2 ... Gpp

Ha a determindns elemeit a féatlora tiikrozziik, azaz a sorokat és oszlopokat felcseréljiik, a determi-
nans értéke nem valtozik. Eszerint
— minden szabdly amit sorokra mondtunk ki érvényben marad oszlopokra is.

Ha a D determinéns f64tl6ja alatt csupa 0 all azaz a;; = 0 ha ¢ > j, akkor a determindns értéke a

n
féatlobeli elemek szorzata, D = H ;.
i=1

Tétel: Kifejtési tétel.
Egy D determindns barmely sora szerint kifejthet8, pontosabban

- 0 hai#k
2 iy :{ D haiik‘
j=1
19.5. Invertalhato matrixok

Definicio: Matrix determinansa.

Ha A egy n x n-es matrix, akkor a matrix elemeibdl all6 n-ed rendl determinanst az A matrix determi-

nansanak nevezziik. Ennek jele det(A). Ha tehat

aix Q2 ... Qip a11 Qa2 A1n

a21 A22 ... QA2pn Q21 A22 Aon
A= . akkor det(A) =| .

Anp1 Ap2 ... Ann An1  Ap2 Ann

Tétel: Determinansok szorzastétele.

det(AB) = det(A) det(B)

Tétel: Egy A matrix akkor és csak akkor invertalhaté, ha det(A) # 0.
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Tétel: Inverz matrix kiszamolasa. Ha az A matrix invertalhatd, és

a;; a2 ... Q1

a91 QA22 ... QAon,
A=

ap1 Ap2 ... Ay,

akkor jelolje A* az A matrix adjungalt aldetermindnsaibdl 4116 matrixot,

A Ap At
o Agy A Ay,
At Ape Ann
illetve A az A* métrix transzpondltjat:
A Ao o0 A
E:(A*)T: A.lg Age ... Aps
A Asp Ann
Ekkor
A A oo A
e 1 e 1 A.12 Agp ... Apo

" det(A)” det(A)

19.6. Sajatérték, sajatvektor

Definicié: Sajatérték.
A )\ valds szamot a A linedris transzformacio sajatértékének nevezziik, ha taldlhaté egy v # 0 vektor,
amelyre Av = A\v.

Definicié: Sajatvektor.
A v # 0 vektort az A linedris transzformdacié sajatvektoranak nevezziik, ha talalhat6 olyan A valds szam,
amelyre Av = \v.

A sajatvektorok korébdl kizartuk a nullvektort, hiszen minden A linedris transzformacio esetén A0 = 0.
Igy aztan minden sajitvektorhoz egyértelmiien tartozik egy sajitérték. Viszont a 0 valdos szdmot nem zéartuk
ki a sajatértékek koziil !

Definicié: Ha A jeloli a A linedris transzformacié matrixat, akkor a A € R pontosan akkor sajatérték, ha

det(A — M) = 0.

A fenti tétel segitségével megkaphatjuk egy linedris transzformacio sajatértékeit, mint egy polinom gyokeit.

Definicié: Karakterisztikus polinom.
Ha az A lineéris transzformécié matrixa

a1 Qa2 ... Qi1

91 A2 ... Qon,
A=

ap1 Ap2 ... Ay,
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akkor a
aip — A a12 . A1p
a Qoo — A ... Qo
PO =det(A—A)=| = % ?
anl an2 e aTL'FL — )\

n-ed foku polinomot az 4 linedris transzformacio, illetve az A négyzetes matrix karakterisztikus poli-
nomjanak nevezziik.

Tétel: Sajatérték, sajatvektor kiszamitasa.
Ha ) a karakterisztikus polinom egy (valés) gyoke, P(\) = 0, akkor a

(A=X)v =0

homogén linedris egyenletnek van nemtrividlis (nem azonosan nulla) megolddsa, mert az egyenletrendszer
determindnsa nulla, és az egyenletrendszer minden nem trividlis megolddsa sajatvektor a A sajatértékkel.

Ennek az egyenletnek soha nem egyértelmii a megoldasa, hiszen ha egy v # 0 vektor megoldas, akkor
ennek minden nem nulla szimmal valé szorzata is megoldas.

Definicio: Szimmetrikus matrix.
Az n x n-es A métrix szimmetrikus, ha AT = A, azaz 1 < i,j < n esetén a;j = aj;. Az elnevezés onnan

2 2

ered, hogy a métrix elemei szimmetrikusak a féatlora.

Tétel: Fotengelytétel.
Az n x n-es A matrix pontosan akkor szimmetrikus, ha megadhaté n darab paronként merdleges sajatvek-
tora.
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20. Differencidlegyenletek

A természettudoményok szamtalan teriiletén fordul eld, hogy egy természeti torvényt matematikai alakban
ugy irhatunk le, hogy egy vagy tobb Osszefiiggést taldlunk egy allapot iddbeli, térbeli értéke és az allapot
megvaltozdsa kozott. A matematikdban ez azt jelenti, hogy egy vagy tobb egyenletet allitottunk fel egy
fliggvény és a derivéltjai kozott.

Egyszer( példak erre a szaporoddsi illetve bomldsi folyamatokat leiré egyenletek. Ilyen példdul a héatadasi
(htlési) torvény: a hOmennyiség dtadasdnak sebessége egyenesen ardnyos a homérséklettel. De hasonld
torvény irja le a radioaktiv bomlast is.

Matematikailag keressiik tehat azokat az f(¢) id6tdl fiiggd fiiggvényeket, amelyekre
f@)=Fk- f(t)

Tétel: Az exponencialis fiiggvény differencialegyenlete.
Ha egy [ intervallumon a derivdlhaté f(x) fiiggvényre teljesiil, hogy f'(x) = k - f(x). akkor megadhatd
egy ¢ € R konstans tgy, hogy

flz)=c-e™
Bizonyitas: Ugyanis legyen g(z) = f(x)e **. Ekkor
§'(@) = [(@)e™ = kf(@)e™ = kf(z)e™ = kf(z)e™™ =0

De ha egy fiiggvény derivéltja egy egész intervallumon nulla, akkor a fliggvény konstans, azaz megadhat6
egy ¢ € R szam ugy, hogy

g(z) = flz)e™™ =c

Definicié: Kozonséges differencialegyenletek.
Legyen n egy pozitiv egész szam, f pedig egy n + 1 véltozos fiiggvény. Az

(n) = f(x7 y? y/7 A 7y(n71))

alaku egyenleteket n-edrendii kozonséges explicit differencidlegyenleteknek nevezziik.

Y

Ha F' egy n + 2 véltozos fliggvény, akkor a
Fz,y,y, ...y D, y™) =0
alaku egyenleteket n-edrendi kozonséges implicit differencidlegyenleteknek nevezziik.

A ¢(x) fiiggvény a fenti explicit differencialegyenlet megoldasa az (a, b) intervallumon, ha itt n-szer
derivélhat6 és minden = € (a,b) esetén

" (@) = [z, (), ¢ (2), .., " V()

A "kozonséges" sz6 arra utal, hogy a differencidlegyenlet megoldésait az egyvaltozés fiiggvények koré-
ben keressiik. A tobbvéltozds fiiggvények esetén is felirhatunk differencidlegyenleteket. Ilyenkor a keresett
fliggvény parcidlis derivaltjai szerepelnek az egyenletekben. Ez indokolja, hogy ezeket az egyenleteket
parcialis differencidlegyenleteknek nevezziik. A tovabbiakban csak kozonséges differencidlegyenletek-
kel foglalkozunk, ezért a "kdzonséges" szot elhagyjuk.

Mint lttuk, egy differencidlegyenlet megolddsai még a legegyszeriibb esetekben sem egyértelmiiek. Alta-
laban a megoldasok annyi szabadon vélaszthaté paramétertdl fiiggenek, mint a differencidlegyenlet rendje.
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20.1. Elsorendii differencialegyenletek

Definicié: Szeparabilis (szétvalaszthaté valtozoju) differencialegyenletek.
Legyen f(x) és g(y) két egyvaltozos fiiggvény. Az

alaku elsérendd differencidlegyenletet szeparabilis differencidlegyenletnek nevezziik.

f(x)

sehol sem nulla, valamint " az f-nek, G pedig a g-nek primitiv fiiggvénye, akkor egy v : I — R derivalhat6
fliggvény pontosan akkor megoldésa a differencidlegyenletnek, ha megadhat6 egy ¢ € R konstans ugy, hogy
x € I esetén

Tétel: Ha az ¢/(z) =

szeparabilis differencidlegyenletben szerepld ¢ fiiggvény egy I intervallumon

Tehat a szepardbilis differencidlegyenlet dsszes megolddsat implicit alakban adja meg a fenti formula.
Néhany esetben az y(x) fiiggvény kifejezhetd az egyenletbdl, azaz explicit alakban is megkaphatjuk. Erre
legjobb példa az elsérendli homogén linedris differencidlegyenlet.

Definicié: Elsorendii linearis differencialegyenlet. Az

Y+ f(x)y = g(x)

alaku differencidlegyenleteket elsorendii linearis differencialegyenletnek nevezziik.
Ha itt az egyenlet jobb oldalan szerepld g fiiggvény azonosan nulla, azaz az ¢y’ + f(x)y = 0 alaki egyenletet
elsérendii homogén linearis differencialegyenletnek nevezziik.

Ha az f fiiggvény allandd, nem fiigg x-t6l, az egyenletet allandé egyiitthatés elsorendii linearis diffe-
rencialegyenletnek nevezziik.

A "linedris" sz6t az indokolja, hogy ha egy homogén egyenletnek y; és y» is megoldédsa, ¢ € R, akkor
az y; + y2 és cy, fiiggvények is megoldasok, azaz a homogén egyenlet megolddsai linearis vektorteret
alkotnak.

Tétel: elsorendii linearis differencialegyenlet megoldasa.

e Haay + f(z)y = g(x) linedris differencidlegyenlet esetén F' jeloli a f figgvény egy primitiv
fliggvényét, akkor az egyenlet 6sszes megoldasa az

alaku fliggvények.

e Haaz y' + f(z)y = g(z) linedris differencidlegyenlet esetén y, a megfeleld homogén egyenlet egy
nem trividlis (nem azonosan nulla) megoldasa, y, pedig az (inhomogén) egyenlet egy rogzitett (parti-
kularis) megolddsa, akkor az 6sszes megoldas az

y:yp+cyh

alaku fiiggvények, ahol ¢ € R tetszdleges konstans.
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Gyakran kényelmesebb a megolddsokat a masodik tétel alapjan megkeresni, mit az elsé tétel bonyolult
formul4jat alkalmazni :

A homogén egyenlet "konnyen" megoldhat6, mert szepardbilis.

Egy partikularis megoldast pedig gyakran megkaphatunk az tigynevezett probafiiggvény modszerrel. Ez
abban all, hogy a megoldast specidlis alakd (pl. masodfokud polinomok) fiiggvények korében keressiik. Ez
egy vagy tobb ismeretlen paramétert (egyiitthat6t) jelent a probafiiggvényben, amelyekre az egyenletbe vald
behelyettesités utdn numerikus egyenletet illetve egyenletrendszert kapunk.

Tétel: Newton-féle hiilési torvény.
Ha T} jeloli a kiils6 homérsékletet, akkor a Newton-féle hiilési torvény szerint egy (pontszerii) test hGmér-
sékletének, 7'(t)-nek a viltozdsa ardnyos a test és a kornyezet hGmérsékletének a kiilonbségével, azaz

T'(t) = ~MT(t) ~ Ty)

ahol )\ rogzitett, a test anyagdra és alakjra jellemz6 pozitiv konstans.
Kivéncsiak vagyunk a test 7'(¢) pillanatnyi h6mérsékletére, ha még azt is tudjuk, hogy a test hémérséklete
at = 0 id6pontban Tj.

A fenti differencidlegyenlet egy dllandé6 egyiitthatés elsérend( linedris differencidlegyenlet:
T'(t) + \T(t) = \Ty
Keressiik meg el6bb a homogén egyenlet megolddsait:
T'"+ AT =0

Ennek nyilvanvalé médon a Ty, (t) = e~ fiiggvény egy nem trividlis (sehol sem nulla) megolddsa. Keressiik
meg most mdr az inhomogén egyenlet egy megoldasat konstans 7,(f) = d alakban. Rovid szdmolas utdn
kapjuk, hogy ez éppen a T}, konstans. Tehat a differencidlegyenlet dltalinos megoldasa:

T(t) =Ty +ce™
Minket most csak az a megoldas érdekel, amelyre
T(0)=TyazazTy =Ty + ¢
Tehat a keresett megoldas:

T(t) =T, + (Ty — Tp)e ™™

Az alébbi fiiggvény grafikon a 100 C'°-os tea hiilési gorbéjét mutatja a 20 C° hémérsékleti levegdn.

100+
90
80
70
60
50
40
30

204
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Tétel: A radioaktiv bomlas torvénye.

Jelolje N (t) egy radioaktiv anyagban levé még el nem bomlott atommagok szdmat, 7" pedig a felezési id6t,
azaz azt az adott anyagra jellemzd id6t, ami id6 alatt az atommagok szdma a felére csokken. A radioaktiv
bomlés torvénye szerint ez az iddtartam egy anyagi dllandd, nem fiigg az anyagban levd atommagok sza-
matol. Valamint a torvény szerint a bomlds sebessége, az aktivitds egyenesen ardnyos a még el nem bomlott

atommagok szdmdval. Pontosabban:

N'(t) = —mTQN(t)

Ez egy homogén linedris egyenlet. Ha N jeloli a ¢t = 0 idSpontban az anyagban lev atomok szamat, akkor
N(t) = Ny-277T

Ezt a formuldt exponencialis bomlasi torvénynek nevezik.

Radioaktiv kormeghatarozas.

Ha ismerjiik a radioaktiv anyag felezési idejét, valamint az elbomlott és az el nem bomlott atommagok
szamainak ardnyat egy régebbi id6pontban, az anyag "keletkezésének kordban", és most, az exponencidlis
bomlési torvény alapjan ki tudjuk szdmolni a radioaktiv anyag keletkezésének korat. Ez a "keletkezési kor"
az az id6pont, amikor feltételezhetd, hogy a kétféle anyag ardnydnak valtozdsa csak a radioaktiv bomlas
kovetkezménye. Egy €16 anyagban a C'4 szénizotép ardnyat dllandonak tekintjiik €s az élet megsziinte utdn
az izotOp ardnya csak a bomlds miatt valtozik. Mivel a kezdeti ardnyt befolydsolja a 1égkor aktudlis dllapota,
pl. a vulkanikus tevékenység intenzitdsa, ez az ugynevezett radiokarbon kormeghatarozas csak néhany
ezer év tavlatdig ad kielégitd pontossagi eredményt.

Tétel: Keverési feladat.

Egy V' térfogatu tartdlyban viz van. A tartdly aljan levd nyildson keresztiil v liter/perc sebességgel folyik
ki a tartdlyban levs folyadék, mikozben a tartdly feletti csapbdl v liter/perc sebességgel p (0 < p < 1)
toménységili soéoldat folyik a tartilyba, és ott azonnal el is keveredik. Hatdrozzuk meg a tartidlyban levd
sooldat ¢ toménységét az id6 fiiggvényében.

A tartdlyban a ¢ idGpontban a s6 koncentraciGja ¢(t), ezért At id§ alatt a tartalybdl vAtq(t) mennyiségil sé
folyik ki. Mivel adott 1d0 alatt a tartdlyba ugyanannyi folyadék folyik be, mint ki, a tartalyban allandéan V'
liter folyadék lesz, ezért a kifolyt keverékben levd viz mennyiségével nem kell foglalkoznunk. A tartidlyba
At id6 alatt vAtp mennyiségi sé keriil be a tartdly feletti csapbol. Tehat At id6 alatt a tartdlyban levd sé
mennyiségének a megvéltozdsa vAtp — vAtq(t), a koncentricié megvéltozdsa

Aq(t)  vAtp —vAtq(t)
At At

= vp — vq(t)
lesz. A At — 0 hatdratmenettel differencidlegyenletet kapunk a ¢(¢) fiiggvényre:

q'(t) = vp —vq(t)

illetve atrendezés utan

q'(t) +vq(t) = vp.
Ez egy els6rendd linedris differencidl egyenlet. A homogén rész ¢'(t) + vq(t) = 0 egy megoldédsa az e~
fliggvény. Ha az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldédsat konstans alakban keressiik, akkor kapjuk

a p konstans fiiggvényt, ez az az eset, amikor a koncentraciot dllando szinten tartjuk. A differencidlegyenlet
altaldnos megoldésa tehét:

vt

q(t) =p+ce™

ahol c tetszbleges valos szdm. Mivel kezdetben csak viz volt a tartalyban, ezért
q(0) =0
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Ha tehat az 4ltalanos megoldédsba behelyettesitjiikk a ¢ = 0 idSpontot, akkor kapunk c-re egy egyenletet:
0 = p + ¢, azaz ¢ = —p. A keresett megoldas tehat

q(t) =p—pe™"
vagy masképp irva
alt) = p(1 — ).
Latni tehat, hogy az idedlis stabil allapotot, amikor a koncentracié nem véltozik, soha nem érhetd el. Per-
sze a megoldas ¢ fiiggvényében olyan gyorsan tart a konstans p fiiggvényhez, hogy elég rovid id6 utdn

a koncentracié véltozdsa nem mérhetd és igy allandénak tekinthetd. De ha példdul benzinhez kevernek
adalékanyagokat az oktdnszdm novelése miatt, hat elég rosszul jar az az autds, aki a folyamat elején tankol.

Az alébbi fiiggvény grafikon a p = 1, v = 2 esetben dbrizolja a folyamatot:

0,84

0,64

0,4+

0,24

Latni tehat, hogy két perc elteltével a koncentracié 1ényegében nem valtozik.
20.2. Masodrendii linearis differencialegyenletek

Definici6: Masodrendi homogén linearis differencialegyenlet. Az

y'+ f(@)y +g(x)y =0
alaku differencidlegyenleteket masodrendd homogén linearis differencialegyenleteknek nevezziik.

Tétel: Ha y; és y, két megoldédsa az y” + f(x)y + g(x)y = 0 homogén egyenletnek, c¢; és ¢y két tetszGleges
valds szam, akkor az
Yy = c1y1 + C2Y2

is megoldédsa a homogén differencidlegyenletnek.

Megjegyzés: A fenti éllitast gy is megfogalmazhatjuk, hogy egy adott (méasodrendti) homogén differenci-
alegyenlet megolddsai a fiiggvények kozotti 6sszeaddsra és a valds szammal vald szorzdsra nézve linearis

il

vektorteret alkotnak. A kovetkezd 4llitds azt mondja ki, hogy ennek a vektortérnek a dimenzidja kettd.

Tétel: Az y" + f(x)y + g(x)y = 0 mdsodrendi homogén linedris differencidlegyenlethez mindig taldlhat6
két megoldas, y; és y» Ugy, hogy az egyenlet 0sszes megolddsa az

Y = C1y1 + Coyo

alaku fiiggvények, ahol c; €s ¢, tetszdleges konstansok.
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Definici6: Alaprendszer.

A fenti dllitdsban szerepl$ két fiiggvényt a linedris differencidlegyenlet alaprendszerének nevezziik. Tehat
az 1, yo fuggvény pér az y” + f(x)y' + g(xz)y = 0 médsodrenddi homogén linedris differencidlegyenlet
alaprendszere, ha az egyenlet minden megolddsa el6all y = ¢y, + c2y- alakban.

Tétel: Az y"+ f(x)y' + g(x)y = 0 méasodrendd linedris homogén differencidlegyenlet két megoldasa, v, yo
pontosan akkor alaprendszer az (a, b) intervallumon, ha a

Yyr Y2
Yi Vs

Wronski-féle determinans sehol sem nulla.

Definicio: Masodrendi inhomogén linearis differencialegyenlet.
Az y" + f(x)y + g(x)y = h(z) alakid differencidlegyenleteket masodrendii inhomogén linearis diffe-
rencialegyenleteknek nevezziik ha a h(x) fiiggvény nem azonosan nulla.

Tétel: Ha y, az y" + f(x)y' + g(x)y = h(z) inhomogén egyenletnek egy (partikuldris) megolddsa, y1, y2
pedig a megfelels vy + f(z)y + g(x)y = 0 homogén egyenlet egy alaprendszere, akkor az inhomogén
egyenlet 0sszes megoldésa az

Y =Yp T 1Y + 22
alaku fliggvények.

A fenti allitas azt mondja ki, hogy az inhomogén egyenlet tetszéleges megolddsat gy kaphatjuk meg, hogy
egy rogzitett partikularis megoldashoz hozzdadjuk a homogén egyenlet egy tetszéleges megoldasat.

Definicié: Masodrendi allandé egyiitthatés linearis differencialegyenlet.
Ha a és b két valds szam, f(x) pedig egy valos fiiggvény, akkor az

y' +ay +by = f(x)

alaku differencidlegyenletet masodrendii alland6 egyiitthatos linearis differencialegyenletnek nevez-
ziik.

Definicié: Karakterisztikus egyenlet.
Az el6z6 egyenletbdl adodo y” + ay’ + by = 0 masodrendd dllandé egyiitthatés homogén linedris diffe-
rencidlegyenlet megoldasait keressiik y7(z) = ¢V alakban. Ha a keresett 3 () fiiggvényt behelyettesitjiik az
egyenletbe, akkor

(A +aX+b)eM =0

egyenletet kapjuk. A baloldalon szerepld szorzat csak vigy lehet nulla, ha az elsS tényezdje nulla. Igy A-ra a
kovetkezd masodfokd un. karakterisztikus egyenletet kapjuk:

N +ar+b=0.

Tétel: A karakterisztikus egyenlet segitségével mindig megkaphatjuk a 3" +ay’ 4+ by = 0 homogén egyenlet
egy alaprendszerét, mégpedig a kvetkezd mddon:

e Ha )\ és \y a karakterisztikus egyenlet két kiilonbozd valos gyoke, akkor a homogén egyenlet alap-

rendszere:

po=eMTésy, =e

Aox

e Ha )\ a karakterisztikus egyenlet kétszeres valos gyoke, akkor a homogén egyenlet alaprendszere :

A

Y = e és yp = e’
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e Ha \ = a + Pi a karakterisztikus egyenlet egy komplex gyoke, akkor a homogén egyenlet alaprend-
szere:

y1 = e cos(fx) és ya = e sin(fx).

Jegyezziik meg, hogy a harmadik esetben a karakterisztikus egyenlet komplex gyokei egymas konjugaltjai.
Ezért a két komplex gyok ugyanazt az alaprendszert szolgaltatja.

Tétel: Az y" + ay’ + by = f(x) mdsodrendi alland6 egyiitthatés linedris differencidlegyenlet egy v, par-
tikuldris megoldasat altalaban (nem mindig) megkaphatjuk az un. prébafiiggvény modszer segitségével,
azaz a megoldast specidlis alaku fiiggvények kozt keressiik. A leggyakoribb esetek:

e ha f(x) egy n-ed fokid polinom, akkor y,-t is ilyen alakban keressiik ;

e ha f(z) = acoskz + bsin kz, akkor y, = Acoskx + Bsinkx;
e ha f(z) = € és k nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor y, = Ae*”
e ha f(z) = e és k egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor y,, = Azeh”

e ha kétszeres, akkor y, = Az?eh®

Tétel: A harmonikus rezgémozgas.

Tegyiik fel hogy az egyenesen mozgé m tomegii pontszerl testre minden pillanatban az orig6tél valo tdvol-
sdggal ardnyos €s a mozgds irdnyaval ellentétes irdnyu erd hat, példdul egy rugora fiiggesztett test mozog
igy, ha az er§ a gravitacios erd. Ekkor a t id6tol fiiggé harmonikus rezgomozgast leiro egyenlet

mi(t) = —kx(t),

ahol 7 az x(t) fiiggvény id6 szerinti mdsodik derivéltjanak egy, a fizikdban gyakori jelolése, k pedig az un.
rugoallandé.

k
Ez egy mésodrendi homogén lineris differencidlegyenlet, tudniillik ha bevezetjiik a — = w? jelolést, ahol
m

w az un. korfrekvencia, akkor az egyenlet dtrendezés utan
. 2
T+wr=0

A fenti homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete A\? + w? = 0. Ennek az egyenletnek az egyik komplex
gyoke wi és igy a homogén egyenlet megoldasai az

z(t) = ¢ cos(wt) + ¢ sin(wt)

fiiggvények. Vezessiik be még az A = /2 + ¢3 amplitidoét és azt a p fazisszoget, amelyre sin p = it

és cos p = % Igy az egyenlet dltalanos megoldasit felirhatjuk

z(t) = Asin(wt + @)

2
alakban. A harmonikus rezgémozgds periédusidejét 7' = il jeloli.
w
20.3. Linearis differencialegyenlet rendszerek

Egy pont mozgdsat a legegyszeriibb esetben a pillanatnyi sebesség és hely kozotti 6sszefiiggés, egy linedris
differencidlegyenlet irja le. De egy pont dltaldban a térben mozog, nem pedig egy egyenesen. Ezért palydjat
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harom fiiggvény, a koordinitafiiggvények irjak le. Es persze a pillanatnyi sebesség is vektorértéki. Ez
indokolja, hogy szimultdn vizsgdljunk differencidlegyenleteket azaz differencidlegyenlet rendszereket.

Definicié: Vektor-skalar fiiggvény vagy n-dimenzids gorbe.
Jeloljon x : R — R”" egy egy valtozds vektor értékid leképezést. Egy ilyen leképezést vektor-skalar
fiiggvénynek vagy m dimenzios gorbének neveziink. Ennek értéke koordinata fiiggvényekkel leirva:

l’l(t)

(1)

Ha most z; jeloli az i-edik koordinata fiiggvény derivaltjat, akkor & a gorbe derivaltja koordinatdkkal
felirva:

Definicié: Allandé egyiitthatés linearis differencidlegyenlet rendszer.
Legyen A egy n x n-es matrix, b pedig egy n dimenzids gorbe. Ekkor az

x +Ax =b
alakd egyenletet allandé egyiitthatos linearis differencialegyenlet rendszernek nevezziik. Ha itt b ()

azonosan nulla, akkor a rendszer homogén, egyébként inhomogén.

Tétel: Ha A egy n x n-es mdtrix, akkor az L = {x : x + Ax = 0} halmaz, azaz a homogén egyenlet-
rendszer megoldasai linedris vektorteret alkotnak az 6sszeaddsra és a valds szdmmal valo szorzdsra nézve.
Ennek a vektortérnek a dimenzidja éppen n.

Definicié: Alaprendszer. Az x + Ax = 0 homogén egyenletrendszer megolddsaibdl allé vektortér egy
tetszOleges bazisat alaprendszernek nevezziik.

Tétel: Hax1,x5,...,X, azx + Ax = 0 homogén egyenletrendszer egy alaprendszere, akkor az
Xp=01X1+CXs+ -+, X, :01,C,...,¢p €ER

alaku gorbék a homogén egyenletrendszer 0sszes megoldésat adjdk meg.

Tétel: Ha x,x,,...,x, az X + Ax = 0 homogén egyenletrendszer egy alaprendszere, x, pedig az
x + Ax = b inhomogén rendszer egy partikularis megoldasa, akkor az inhomogén differencidlegyenlet
rendszer 0sszes megolddsa az

X =X, + X1 +C0Xo+ -+ Xy

alaku fliggvények.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az A n x n-es matrixnak van n darab v, v, ..., v, sajatvektora \;, Ao, ..., A\,
(nem feltétleniil kiillonb6z06) sajatértékkel ugy, hogy a sajatvektorok bazist alkotnak R™-ben. Ez példaul
szimmetrikus A matrix esetén mindig igaz. Ekkor az x + Ax = 0 homogén egyenletrendszer egy alap-
rendszere

x1(t) =e My, xXo(t) =e My, L, x,(t) =e My,
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21. Tobbvaltozos leképezések

21.1. Térgorbék

Definicio: Térgorbe.

Legyen [a,b] C R egy zért intervallum. Egy r : [a,b] — R3 tipusu leképezést térgorbének neveziink. A
leképezés fiiggetlen valtozdjat a "paramétert” altalaban ¢-vel jeloljik. Az r (t) gorbe koordinatafiiggvényeit
x(t), y(t), z(t) jeloli. Tehat

Szokds még a térgorbét sor alakban is {rni:

r =xi+yj +zk

Definicio: Zart gorbe.

Azt mondjuk, hogy azr : [a,b] — R3 gorbe zart, har (a) = r (b), azaz a gérbe kezddpontja megegyezik
a gorbe végpontjaval.

Definicio: Egyszerii gorbe.

Azr :[a,b] — R? gorbe egyszerii, har az (a,b) nyilt intervallumon egy-egy értelmd.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az r : [a,b] — R? térgoérbe folytonos, ha minden koordinatafiiggvénye
folytonos.

A gorbe derivalhat6 at € (a, b) pontban, ha itt x, y, z derivdlhaté. Ekkor az r derivaltjat

'-s
Il

vagy
r =2i +yj + 2k

jeloli.

Az r térgdrbe r( = r (to) pontjdban hizott érinté az az egyenes, amelyik dtmegy az r( ponton és irdnya

megegyezik az ¥ o = ¥ (ty) vektor irdnydval.

Az v iranyu t egységvektort tangencialis egységvektornak nevezziik. Tehat

L E
b

A kovetkez6 dbran a kozonséges csavarvonalat latjuk. Ez egy olyan pont mozgasat irja le, amelyik egyen-
letesen forog a z tengely koriil és kozben allandé sebességgel emelkedik,

r(t) = Rcost-i+ Rsint-j +vt-k
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Definicié: Beirt poligon.

Legyenr : [a,b] — R3 egy térgorbe, FF = {ty = a < t; < --- < t, = b} pedig az [a, b] intervallum
egy felosztdsa. Azt a térbeli P poligont (egymdashoz csatlakozd szakaszok sorozata), amelynek csucsai
sorrendben azr; = r(t;) ¢ = 0,1,...,n pontok, az F' felosztashoz tartozé beirt poligonnak nevezziik.
A poligon hossza az oldalak (szakaszok) hosszdnak az 6sszege:

n

L(P)=> |r;—r;

=1

Definicié: Ivhossz.
Azr : [a,b] — R? térgorbe ivhossza az a legkisebb szdm amelyik minden beirt poligon hosszanal nagyobb
vagy egyenld.

Az r térgorbe rektifikalhatd, ha ez az ivhossz véges.

Tétel: Ivhossz kiszamolasa.
Tegyiik fel, hogy az r : [a,b] — R? térgdrbe folytonosan derivalhaté (ennél valamivel gyengébb feltétel is
elég lenne). Ekkor a gorbe rektifikalhato és

b b
L:/\f\dt:/\/:i:2+y2+z'2dt

21.2. Sikgorbék
Definicio: Sikgorbe.

Legyen [a, b] C R egy zért intervallum. Egy r : [a, b] — R? tipusu leképezést sikgorbének neveziink. Az
r (t) gorbe koordindtafiiggvényeit x(t), y(t) jeloli. Tehat

vagy sor alakban is frva:
r =zi +yj

Megjegyzés: A folytonossag, derivalt, ivhossz értelemszertien atvihets sikgorbére is. Igy példaul egy foly-
tonosan derivélhato r (¢) gorbe ivhossza:
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b b
L:/]f]dt:/\/:t2+1)2dt

Kiilon megvizsgaljuk azt az esetet, amikor egy sikgorbe valéjdban egy fiiggvény grafikonja. Most a para-
métert x-el jelolve az f : [a, b] — R grafikonjét a sikban a

r(@) = (férf))

gorbe irja le. Behelyettesitve az ivhossz képletébe :

Tétel: Az f : [a,b] — R folytonosan derivdlhat6 fiiggvény grafikonjanak ivhossza
b
L:/\/1+ (f")2dx

Megjegyzés:
Az el6z6ekben definidlt tér €s sikgorbék nem fedik pontosan azt a geometriai fogalmat, amelyet elvarunk.
Tekintsiik példaul az origé kozéppontu (sikbeli) C' egységkort. Ezt a gorbét megadhatjuk az

r =cost-i +sint-j, 0<t<2r
leképezés segitségével. De példaul ugyanezt a kort kapjuk a

r =cost-i+sint-j, <t<2m+

w|

s
3
leképezés esetén is.

Mis széval ugyanazt a C' gorbét kiilonbozd leképezések segitségével is megadhatjuk. Ez azt jelenti, hogy
sziikség lenne a szobajovo leképezések osztilyozdsara aszerint, hogy ugyanazt a gorbét adjak-e meg. Ennek
az osztdlyozdsnak a definicidja és vizsgélata til megy ennek az el6addsnak a keretein.

21.3. Feliiletek

Definicié: Feliilet. Legyen A C R? egy "egyszer(i" sikidom (ez a gyakorlatban korlapot vagy téglalapot
jelent). Egy r : A — R? tipust leképezést feliiletnek nevezziik. A leképezés fiiggetlen valtozéit a "para-
métereket” dltaldban u és v jeloli. A feliilet koordinatafiiggvényei az A- értelmezett z(u, v), y(u,v), z(u,v)
kétvaltozos fliggvények. Tehat

vagy sor alakban irva
r =zi +yj + zk.

Definicié: Azt mondjuk, hogy azr : A — R? feliilet folytonos, ha minden koordinatafiiggvénye folytonos
mint kétvaltozods fiiggvény.
Ha a koordinatafiiggvények parcidlisan derivalhatéak, akkor az r feliilet is parcialisan derivalhat6 és

8_P_8_$,+@,+%k 8_1‘_@,4_@,_’_%k
8u_(7u1 8UJ ou ' 811_81;1 8UJ ov

Haszndljuk még a valamivel tomorebb
r,=oi+yj+ak,  r,=ai 4y +ak
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jeloléseket.

Azr feliletr o = r (ug, vo) pontjdra illeszkedd, az v/ (ug, vo) és v’ (ug, vg) vektorok altal kifeszitett sikot az
r feliilet r o pontjaban hizott érintésiknak nevezziik. Ennek a siknak a normalisa az un. feliileti normalis
az

n =1/ (ug,vy) X r(ug,vp)

vektor.

Megjegyzés: A kovetkezb dbra az Arkhimédeszi csavarfeliiletet abrazolja. Ferdén megdontve és meg-
forgatva vizemelésre hasznéltdk mar az 6korban is. A feliilet egyenlete:

r(u,v) =ucos(wv) -1 +usin(wv) - j +cv-k

Definici6: Felszin.
Legyenr : A — R3 egy feliilet a térben. Az ivhossz mintdjdra szeretnénk definidlni a feliilet egy mér8sza-
mat a felszint. A térben harom pont mindig meghatdroz egy haromszoglapot, amelynek teriilete az a, b

1
oldalvektorokkal leirva 5 |a x b|. A beirt poligonok mintdjdra bevezetjiik a beirt poliéder fogalmat: ez

olyan poliéder, amelynek lapjai haromszogek, csucsai pedig a feliileten helyezkednek el. Az P beirt poli-
éder felszine, F'(P), a poliédert alkoté haromszogek teriileteinek osszege. Igy tehdt az r feliilet ' = F(r )
felszine az a legkisebb szam, amelyik nagyobb vagy egyenld minden beirt poliéder felszinénél.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy ez a definicié nem korrekt. H. Schwarz hires példdjaban egy egyszeri
korhengerpaldst esetében is taldlhaté beirt poliédereknek egy olyan P, sorozata, amelyre F'(P,) — oc.
Ebben a sorozatban a problémat az okozza, hogy a haromszogek szogei kozott akarmilyen kicsi szog, azaz
akdrmilyen "lapos" hdromszog is el6fordul. Ha ezt a lehet6séget kizarjuk (aminek pontos megfogalmazasa
bonyolult), eljuthatunk a felszin korrekt definicigjadhoz.

Tétel: Felszin kiszamolasa. Ha azr : A — R3 feliilet folytonosan derivalhatd, akkor a feliiletnek van

(véges) felszine és
F = //|r; x r!|dudv
A

Tétel: Fiiggvénygrafikon felszine. Tekintsiink egy f : A — R kétvaltozés folytonosan derivalhaté fiigg-
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vényt. A fiiggvény grafikonjit a haromdimenzids térben az

r(r,y) = Y
f(z,y)

feliilet irja le. Igy a fiiggvény grafikonjanak a felszine:

é [T G gy sy

21.4. Skalarmezo

Definicido: A skalarmezo definicioja.

Legyen G C R® Egy u : G — R tipusi leképezést skalartérnek illetve skalarmezének neveziink. A
skalarmez0 fiiggetlen valtozdjat r -el jeloljiik, igy a felvet értéket u(r ) jeloli. De egy skalarmezé tekinthetd

egyszertien egy haromvaltozods fiiggvénynek is és igy u(z, y, z) alakban is irhatjuk.

A skalarmez6 folytonossaga nem 1j fogalom, ha mint haromvaltozos fiiggvényt tekintjiik. De azért ismé-

teljiik meg itt is a definiciot:
Az u : G — R skalairmez$ folytonos az a € G pontban, ha

Ve>030 >0Vr € G,|r —a| < esetén |u(r) —u(a)| <e.

Az u(r) = u(z,y, z) skaldrmezd parcialis derivaltjai a megfelel haromvaltozés fiiggvény parciélis

derivaltjai:

Ju(r) ~ lim u(r +ti) — u(r)7 Ju(r) ~ lim u(r +1tj) —u(r)’ Ju(r) ~ lim u(r +tk) — u(r)
ox t—0 t dy t—0 t 0z t—0 t

', ., u, médon is.

Természetesen a parcidlis derivaltakat jelolhetjik u,, u,,

Az u(r ) skalarmez$ gradiense a parcidlis derivaltakbol 4ll6 vektor:
u

gradu = | u
u

IS S = R

illetve
gradu = u,i +uyj +ulk.

Skalarmezd példdul az egységnyi elektrosztatikai toltés potencidltere :

1 1

r] a2y + 22

Ennek a skalartérnek a gradiense:
r

gradu(r ) = e

Definicio: Kétvaltozos skalarmezo.

Egy u : A — Rleképezést kétvaltozos skalarmezének nevezziik, ha A C R? egy sikidom. A folytonossdg
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és a parcidlis derivaltak fogalma természetes médon adddik. Viszont a parcidlis derivaltakbol 4116 sikvektort
nem szokas gradiensnek nevezni !

21.5. Vektormezo

Definicié: A vektormezo definicidja.
Legyen G C R3. Egy v : G — R? leképezést vektormezonek neveziink. A fiiggetlen valtozot dltaldban r
jeloli, vektormez6 értékét az r pontban pedig v (r ). Ha a v vektormezd koordindtafiiggvényeit v,, vy, v,
jeloli. akkor sor alakban frva:

vV =v,1+v,)+v.k

Ha tér pontjaihoz az egységnyi toltés altal keltett térer6sséget rendeljiik, megkapjuk az elektrosztatikus
teret:

Ennek koordinata fiiggvényei:

E, = < E y E, — c

(Va2 + 32+ 22)3 (VR ) (VA + 22)3

Definicié: Nyilt halmaz.
Egy G C R? halmazrdl azt mondjuk, hogy nyilt halmaz, ha minden a € G pontjdra igaz, hogy egy egész
kornyezete is része G-nek, azaz

Va € G35 >0B(a,d) CG.

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, mindig feltessziik, hogy a szerepld vektormezdknek és skaldrme-
z0knek az értelmezé€si tartomanya nyilt halmaz.

Definici6: Tenzor.
A homogén linedris vektormezdket tenzoroknak nevezziik. Tehdt az A : R?® — R3 leképezés tenzor, ha
barmely a, b € R? vektor és A € R skalér esetén

A(a+b)=Aa+Ab
A(da)=XAa

Az A tenzor egyértelmiien azonosithat6 egy 3 x 3-as A matrixszal.

Definicio: Vektormezo folytonossaga.
A v vektormez6 folytonos az r pontban, ha koordinatafiiggvényei mint hdromvaltozds fiiggvények foly-
tonosak azr = xi +yj + z k pontban.

Definicié: Derivalt tenzor.
Tegyiik fel, hogy a v vektormezd értelmezett az a pont egy egész kornyezetében. Azt mondjuk, hogy
a v vektormezo derivaltja létezik az a pontban és ez az A derivalttenzor illetve a megfelel6 A
derivaltmatrix, ha

L) —v(a) - A —a)

=0
[r—a|—0 |I‘ —a|

A derivalttenzor fenti definicidja azt mondja ki, hogy akkor derivalhat6 a v vektornmezd az a pontban, ha
megadhato egy olyan A matrix, amelyre a

e(r)=v(a)+ A(r —a)
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linedris kifejezés "jol" kozeliti a v (r) vektormez6t az a pontban. Ez annak felel meg, mint amikor az
egyvaltozos fiiggvény derivaltjat az érintd egyenes meredekségével definidljuk.

Tétel: Ha a v vektormezd derivdlhaté az a pontban, akkor itt folytonos.

Tétel: A derivalttenzor kiszamolasa. Ha v derivalhaté az a pontban és a derivaltmatrixa A, akkor a
vz, Uy, v, koordinatafiiggvények parcidlis derivaltjai 1éteznek az a pontban és

o, 9, 9,
ox " 0y " 0z "
0 0 0
A= | — — -
895% 8yvy 82%
0 0 0
—u, —,

0x 8_va 0z
azaz az A matrix soraiban a megfelel$ koordinatafiiggvények parcidlis derivaltjai allnak.

Megjegyzés: Az el6z6 allitas nem fordithaté meg ! Azért, mert a koordinatafiiggvények parcidlis derivaltjai
léteznek, még nem biztos, hogy a vektormezd derivalhatd, s6t még az se biztos, hogy folytonos.

Tétel: Ha a v vektormezd koordinatafiiggvényei folytonosan derivalhatéak az a pontban, akkor v derival-
hat6 a -ban.

21.6. Divergencia, rotacio

Definicié: Divergencia.

Ha egy draml6 folyadékba belemartunk egy "pici" testet, akkor megmérhetjiik a test feliiletén bedramlo
illetve kidraml6 folyadék mennyiségét. Ez a két érték éltaldban egyensilyban van, azaz az 6sszegiik nulla.
De példdul ha a test belsejében egy forrds vagy egy nyeld (pl. kddlefolyd) van, akkor lehet az egyenleg
pozitiv illetve negativ. Ha a v aramlési tér egy adott p pontja koré tesziink egyre kisebb térfogatu és felszini
testet, akkor a mért értékek hatarértékeként megkapjuk a v vektormez6 divergenciajat a p pontban és
div v -vel jeloljiik. Ezt a fizikaban a vektormez$ forraserosség-siirtiségének nevezik.

Definicié: Rotacio.

Ha a szilard testet hagyjuk mozogni, pontosabban forogni az dramlés orvénylésének hatasdra, akkor ezt a
forgast jellemezhetjiik egy vektorral: a vektor irdnya a forgédstengely irdnya, hossza pedig a szogsebesség.
Ha most egy adott p pontra hiz6dé testeket tekintiink, akkor hatarértékként megkapjuk a v vektormezd

V4

nevezik.
Tétel: A divergencia kiszamolasa. Ha a v vektormez6 folytonosan derivalhatd, akkor

v, n % N v,
Joxr Jdy 0z

azaz a derivaltmatrix f6atljaban szerepl6 elemek 0sszege, a matrix nyoma.

divv =

Tétel: A rotacié kiszamolasa. Ha a v vektormez6 folytonosan derivalhatd, akkor
‘ Ov,  Ovuy\ , n ov, O0v,\ . n ov,  Ov, K
rotv = —— i — - — —
oy 0z 0z ox J ox dy

21.7. Nabla és Laplace operator

Definicio: Nabla vektor.
A 'V jellel egy un. vektoroperatort a nabla operatort jeloliink. Nevét egy foniciai eredetti hiros hangszerrdl
kapta. Ezt szimbolikus vektorként irhatjuk fel:
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0

ox

9
dy

0
0z
Ha vektormiiveletek sordn az egyik koordinatdja mellé egy haromvdéltozds fliggvény keriil "szorzoként",

akkor azon a helyen a megfelel6 parcidlis derivaltat értjiilk. A nabla vektor segitségével konnyen megje-
gyezhetd és jol haszndlhat6 formuldkat kapunk.

Definici6: Laplace-operator. A V2 operitort Laplace-operatornak nevezziik és A-val jeloljiik. Tehdt ha
u egy skaldarmezd, akkor

*u  *u  O*u
Mu=V(Vu) = 5+ e+ o

Tétel: A nabla vektor hasznalata.

e Gradiens. Ha u egy derivélhat6 skalartér, akkor
gradu = Vu
a V vektornak az u skalarral valo szorzata.

e Divergencia, rotacié. Ha v egy folytonosan derivalhat6 vektortér, akkor

divv =Vv, rotv =V Xxv.

e Ha u kétszer folytonosan derivalhaté skaldarmezd, akkor

rot gradu =0, Ay = V(Vu) = div grad u.

e Ha v kétszer folytonosan derivalhat6 vektormezd (azaz a koordinétafiiggvények kétszer folytonosan
derivalhatéak), akkor

divrotv =0, Av =V (Vv) =graddivv —rotrotv.
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22. Vonalintegral

22.1. A vonalintegral definicija

Tomegpont munkavégzése erotérben:

Legyen v : G — R3 egy vektormezd. Ez a tér minden pontjaban az egységnyi tdmegre hat6 erdt adja meg,
ezért szokds erdtérnek is nevezni. Ha most egy pontszer(i tomeg az erStér hatdsdra egy r : [a,b] — G
gorbén mozog, hogyan szamolhat6 ki a az er6 munkavégzése ? Ha ez a gorbe egy szakasz és az erd minden
pontban ugyanaz (dlland6) akkor tudjuk, hogy a munka a szakaszt megado vektor és az er6 skaldrszorzata.
A fizika torvényeibdl az is kovetkezik, hogy ha az r gorbe egy poligon, a v pedig dlland6 a poligon élein,
akkor a munka a szakaszonként szdmitott munkdk Osszege, a munka "additiv". Legyen most r egy tetszo-
leges gorbe, P egy beirt poligon. Ha a poligon élein az erdt helyettesitjiik egy, a megfeleld gorbedarabon
felvett alland6 értékkel, azaz az erbteret konstansnak vessziik a poligon é€lein, akkor a végzett munka egy
kozelitését kapjuk. Nyilvan minél finomabb felosztashoz tartozé beirt poligont vesziink, annal pontosabban
kozelitjiik a tényleges munkat.

Definicié: Integralkozelito osszeg.

Legyen v : G — R3 egy vektormezd, C pedig egy G-beki rektifikdlhaté gorbe amelyet az r : [a,b] — G
leképezés ad meg. Legyen tovabbd F' = {ty = a < t; < --- < t, = b} az [a, b] intervallum egy felosztdsa,
K ={ci1,ca,...,c,} pedig kozbensd helyek egy sorozata. Ekkor a

n

ORK = ZV (ci) (v (t;) —r(tie1))

7

szamot integralkozelité osszegnek nevezziik. Ha bevezetjik a v; = v (¢;) ésr; = r (t;) illetve Ar; =
=r; —r;  jeloléseket, akkor

Definicié: A vonalintegral definiciéja.

Ha F={ty=a <t <---<t, =0b}az][a,b] intervallum egy felosztasa akkor
=d(F) =max{|t; —t;_1| : i =12,...,n}

jeloli az F felosztas finomsagat.

Azt mondjuk, hogy az F' felosztds finomabb §-nal, ha d(F') < 6.

Azt mondjuk, hogy a v : G — R3 vektormezd vonalintegralja létezik az r : [a,b] — G dltal megadott C
rektifikalhat6 gorbén és a vonalintegrél értéke az [ szdm, ha

Ve>030 > 0,ugy, hogy d(F') < J és tetszSleges K esetén|op i — I| < e.

Ezt az I szamot / vdr jeloli. Ha az r gorbe zart gorbe, akkor szokds az integralt korintegralnak is nevezni
c
és f v dr -el jelolni.
c
Szokas még a vonalintegralt a kovetkezdképpen is jelolni:

/vdr :/dex—l—vydy—l—vzdz
C C
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Definicié: Vonalintegral sikgorbén.

A térgorbéken vett vonalintegrdl definicidja természetes modon atvihetd sikgorbékre is ha a vektormezd
helyett egy "sikbeli" vektormez6t értiink, azaz egy v : G — R? leképezést, ahol G C R? egy "egyszer("
sikbeli halmaz. Ekkor a vonalintegral szokdsos jelolése:

/vdr :/vzdx—l—vydy

C C

22.2. A vonalintegral tulajdonsagai
Tétel: Ha a v vektormezd folytonos és a C' gorbe folytonos és rektifikalhatd, akkor a / v dr vonalintegral
c

1étezik.

Tétel: A vonalintegral kiszamolasa.
Ha a v vektormez§ folytonos és az C' =t : [a, b] — R? gorbe folytonosan derivélhat6 (és ezért rektifikal-
hat6), akkor a vonalintegralt kiszdmolhatjuk egy k6zonséges Riemann-integral segitségével:

/vdr:/bv(r(t))-f(t)dt.

C

Definicié: Egymashoz csatlakozé gorbék.

Azt mondjuk, hogyaC) =1 : [a,b] - R3ésaCy =1, : [c,d] — R? gorbék egymashoz csatlakozé gor-
bék, ha b = ¢, azaz a ('} gorbe végpontja megegyezik a Cy gorbe kezdSpontjaval. Ilyenkor definidlhatunk
egyetlen gorbét, a két csatlakoz6 gorbe Osszegét:

ri(t) haa<t<b

r(t) =

ro(t) hab=c<t<d

Az ennek a gorbének megfeleld C' "gorbeosztalyt" C' = C) + Cs jeloli.

Definicié: Ellentétes iranyitasu gorbe.
HaC =r : [a,b] — R3 egy gorbe, akkor —C jeldli azt a gérbét, amelynek pontjai ugyanazok, mint C-nek,
de "irdnyitdsa" az ellenkezd, a kezdd és a végpont felcseréldodik. Egy ilyen gorbét példaul a

pit)=r(a+b-1), a<t<b

leképezéssel kaphatunk.
Tétel: A vonalintegral tulajdonsagai.

e Ha v, és v, két vektormezs, amelyeknek a vonalintegralja 1étezik a C' = r gorbén, akkor létezik a

v 1 + v o integrélja is és
/(v1+v2)dr :/Vldr +/v2dr

c C C

e Ha az v vektormez$ vonalintegrilja 1étezik a C' = r gorbén és A\ € R tetszdleges konstans, akkor

létezik a \v integrélja is és
/()\V)dr = )\/Vdr

C C
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e Egymashoz csatlakoz6 gorbéken a vonalintegral additiv, azaz

/ Vdr:/vdr+/vdr
o)) Cs

C1+Cs

e Ha a gorbe irdnyitdsat ellenkezGjére valtoztatjuk, az integral (—1)-el szorzédig, azaz

/Vdr:—/vdr

-C C

22.3. Konzervativ vektormezo

Definicio: Vektormezo6 primitiv fiiggvénye.
Azt mondjuk, hogy az v : G — R skaldrmez8 primitiv fiiggvénye a v : G — R?® vektormezdnek a
G C R3 nyilt halmazon, ha a G minden pontjaban

gradu =v.

Ilyenkor a & = —u fiiggvényt potencialnak nevezik.
Ha a v vektormezdnek van primitiv fiiggvénye, akkor a vektormezot (erSteret) konzervativnak nevezziik.

Tétel: A primitiv fiiggvények csak konstansban kiilonboznek, azaz ha u (r ) és uy(r ) két primitiv figgvé-
nye a v (r ) vektormezdnek, akkor u; — us konstans, nem fiigg r -t6l.

Tétel: Newton-Leibniz-formula vonalintegralokra.
Haav : G — R3 folytonos vektormezd primitiv fiiggvénye az u skaldrmezs, akkor minden
C =r : [a,b] — G folytonos és rektifikdlhaté gorbe esetén

/vdr =u(r (b)) — u(r (a)).

C

v

Ha az el6z6 tételben a = r (a) jeloli a gorbe kezdGpontjat, b = r (b) pedig a végpontjat, akkor

/Vdr —u(b) — u(a).

C

Ez azt jelenti, hogy konzervativ er6tér esetén a vonalintegral fiiggetlen az uttol, csak a gérbe végpontjaitol
fligg.

Tétel: Legyen v : G — R? egy vektormezd. A kovetkezd éllitdsok ekvivalensek:

e A v vektormezOnek van primitiv fliggvénye.
e A vonalintegral fiiggetlen az uttol.

e Minden zart gorbén a vonalintegrél nulla.

Tétel: Haa v : G — R? vektormezd folytonosan derivdlhaté €s v -nek van primitiv fiiggvénye, akkor a
vektormez$ Orvénymentes azaz
rotv =0.

Ez a tény annak kovetkezménye, hogy ha u egy primitiv fiiggvény, akkor rot v . =rot gradu = 0.
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Megjegyzés:
Azt atényt, hogy v orvénymentes, igy is szokds mondani, hogy a v vektormez$ keresztbe vett derivaltjai
megegyeznek, hiszen a rot v = 0 a kdvetkezd azonossdgokat jelenti:

Ovgy % dv,  Ov, % _ Ov,

oy dx’ 0z ox’ 0z Oy

A két dimenzidban ez a tény egyetlen azonossagot jelent:

v, _ Ovy
oy  Ox

Megjegyzés: Konnyen lathat6, hogy az 6rvénymentesség nem elégséges feltétele annak, hogy legyen pri-
mitiv fliggvény. Ha
Y - T

V=, Uy =
x2+y2 «T2+y2

akkor az orig6 koriili R sugard C' korvonalon a korintegral

?{M:_%ﬂ

x?+ 92
C

pedig a keresztbe vett derivaltak megegyeznek. A problémét az okozza, hogy ezek a zart gorbék korbe
vesznek egy olyan pontot, ahol a vektormezd nincs értelmezve, azaz az értelmezési tartomany "lyukas".
A térben ennek a "lyuknak" egy egész egyenes illetve egy "végtelen gorbe" felel meg. Ha a vektormezd G
értelmezési tartomanya "nem lyukas", akkor G-t egyszeresen osszefiiggo tartomanynak nevezziik. Ennek
a tulajdonsdgnak a pontos definicidja tilmegy az el6adés lehetGségein.

Tétel: Minden konvex sik és téridom egyszeresen Osszefiiggd.

Tétel: Ha v : G — R? folytonosan derivalhaté drvénymentes vektormezd a G egyszeresen Osszefiiggs
tartomanyon, akkor v -nek van primitiv fiiggvénye.
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