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Bevezeto matematika kémikusoknak 1.

I. rész

Elso félévi feladatok



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Egyenlé6tlenségek

1. Egyenlo6tlenségek

Abrazoljuk szamegyenesen a kivetkezd egyenlétlenségek megoldashalmazat!

1.1. |[x—5|/<3 1.2. |5—2| <3 13. |[z—5| <1 14. b—z| <1

Oldjuk meg az alabbi egyenlotlenségeket a valos szamok korében !

1 o 1.6. 22— 1] < |z — 1
br+6

1.7. 622+ 72 —20>0

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket és egyenlotlenségeket !

18. Vz+3++Vzr—-5=0 z+1 1
20 + 1 2
1.10. |2z —1| < |z —1] 111. Vz+3+|z—2[=0

Bizonyitsuk be teljes indukcioval, hogy Vn € N esetén

L12. 14345+ +@2n+1)=m+1)> g3 L . L 1 . 1 n
1223 34 "t amrD n+l

1.14. Hol a hiba?

1 1 .

log, 3= log, 3 s 2<4 Osszeszorozva:

1 1 . P .
2log, 5 < 4log, 5 A logaritmus azonossagait hasznélva:

1\? 1\*
log, (5) < log, (5) A log, x fiiggvény szigordan monoton nd, tehét:
1 1 . . .
1 < 6 Atszorozva az egyenldtlenséget:
16 < 4

1.15. Balkezes Bendegiiz a bal kezével mindig igaz, a jobb kezével mindig hamis allitdsokat irt. Melyik
kezével irta a kovetkezd allitasokat ?

(a) Minden 9-cel oszthaté négyzetszdm oszthat6 3-mal.
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Egyenlé6tlenségek

(b) Minden 8-cal oszthat6 szdm oszthat6 2-vel és 4-gyel.

(¢) Minden 8-cal oszthat6 szdm oszthato 2-vel vagy 4-gyel.

(d) Minden 2-re végz6ds négyzetszam paratlan.

(e) A 0 péaros szam.

(f) Van olyan piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked.

(g) Minden piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked, 17-nél nagyobb prim-
szam.

1.16. : -) "Minden mohikdn hazudik", mondta az utols6 mohikéan. Igazat mondott?

1.17. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén 2" > n.
1.18. Bizonyitsuk be, hogy van olyan n pozitiv egész, amelyre 1,001™ > 1000
1.19. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén
1 n
Q+_)zz
n

1.20. Irjuk fel a -9 és a -25 szamok szamtani és mértani kozepét ! Melyik nagyobb ? Mit mond ki a szamtani
és mértani kozepekrdl sz616 egyenldtlenség ? Magyardzzuk meg, miért nincs ellentmondaés !

1.21. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n esetén
1 n 1 n+1
(1+2) < (1+:4)
n n+1

Bizonyitsuk be, hogy a,b > 0 esetén

2ab
a+b

1
1.22. Vab > 1.23. a+ ~>2

1.24. Hatdrozzuk meg az x*(1 — z) fiiggvény legnagyobb értékét a [0,1] zart intervallumon.

1.25. Melyik az egységkorbe irhaté maximalis teriiletd téglalap ?



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Koordinatarendszerek

2. Koordinatarendszerek

2.1. Adjuk meg a P(—1;+/3) Descartes koordinétaji pont polarkoordinatait.

4
2.2. Adjukmegazr =18, ¢ = ?ﬂ polarkoordinataju pont Descartes koordinatait.

23. Adjukmegazr =4, p = g, h = 10 hengerkoordinét4ju pont Descartes koordinatait.

24. Adjukmegazr =4, v = %, Y= T gdmbi koordindtdji pont Descartes koordinatait.

4
gyen ()P a gomb P ponton atmend atmérGje ! Hatdrozzuk meg a () pont gombi koordinatait !

3
2.5. Egy 4m sugari gomb felszinének egyik pontja P (4, g, —W) gdmbi koordindtdkkal megadva. Le-

2.6. Milyen alakzatot hatdroznak meg a térben az (z, y,5) Descartes koordindtdjd pontok ?

2.7. Milyen alakzatot hataroznak meg a térben az (r; g; ) gombi koordinatdji pontok ?



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Sik és térvektorok

3. Sik és térvektorok

3.1.

3.2

3.3.

34.
3.5.

3.6.

3.7.

3.8.
3.9.

3.10.

Szamitsuk ki az adott vektorok hosszét ! Irjuk fel az adott vektorokkal azonos irdnyba mutaté egység
hosszusagu vektorokat !

(a) a = (1,-1) (b) b = (—3,4) (¢) ¢ =(-10,5v/3) (d) d = (d,,d,)

Végezziik el a kijelolt vektormiiveleteket, haa = (3, —2), b = (—2,1):
(@) a—+b, (b) 2a + 3b, (c) ab, (d) (a—b)(a+b).

Bizonyitsuk be, hogy két vektor skaldrszorzata mindig kisebb vagy egyenld, mint a két vektor hossza-
nak a szorzata! Irjuk fel a megfelel§ egyenlStlenséget a vektorok koordinatdival ! Hasonlitsuk dssze
az egyenl6tlenséget a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenlGtlenséggel !

Szamitsuk ki az a - a skaldrszorzatot !
Mekkora szoget zar be egymadssal az u és v vektor?

(@ u = (10;5v3), v = (—10;5v/3)? (b) u = (az;a,), v = (by;b,)

Legyen az ABC' haromszogben a C-b6l A-ba mutaté vektor a, a C-bdl B-be mutaté vektor b és
legyen ¢ = a — b. Az egyenl6ség mindkét oldalat skaldrisan megszorozva 6nmagaval, bizonyitsuk
be a koszinusz-tételt!

A(2;-3;1), B(1;4;0), C(—4;1;1) és D(—5; —5; 3) négy pont a térben. Bizonyitsuk be, hogy AC' L
1 BD!

Szamoljuk kiaza x b, abe, (a xb) x ¢ kifejezéseket, haa (0;1; —1), b(1;1;1), ¢(1;2;3).
Szamoljuk ki aza x b, abc kifejezéseket, ha

(@) a(1;2;3), b(4;5;6), ¢(7;8;9) (b) a(—1;3;5), b(6;—2;0), ¢(3;5;—4)

Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma 4tl6i felezik egymast.



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Koordinatageometria

4. Koordinatageometria

4.1.

4.2.

4.3.

44.

4.5.

4.6.

4.7.

Irjuk fel az egyenesek egyenleteit. P az egyenes egy pontja, n az egyenes normalvektora, v az egye-
nes irdnyvektora.

(@) P(3;-2), n(6;—5) (b) P(3;-2), v(4;—5)

Irjuk fel annak a sikbeli egyenesnek az egyenletét, amelyik parhuzamos a 2z 4 3y = 5 egyenessel és
atmegy a r((3,2) ponton.

Irjuk fel annak a sikbeli egyenesnek az egyenletét, amelyik merdleges a 2z + 3y = 5 egyenesre és
atmegy ar(3,2) ponton.

[rjuk fel a térbeli egyenes paraméteres egyenletrendszerét, ha az egyenes 4tmegy a (—3;2; —1) ponton
és parhuzamos a P(1;2;3) és (Q(2;4; 6) pontokat 6sszekotd egyenessel.

Irjuk fel az egyenesek egyenletrendszerét !
(@) P(1;2;-3), v(4;—5;6) (b) Py(1;—2;3), Py(—4;5;—6)
Irjuk fel a sik egyenletét, ha adott egy P pontja és n normdalvektora!

(@) P(1;2;3), n(—4;5;6)  (b) P(1;-2;3), n(0;1;2) () P(—4;5;6), n(1;2;-3)

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amelyik atmegy a r((1,2,3) ponton és merGleges az

r+1 y—-1 2-=z
2 3 2
egyenesre.



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Linedris egyenletrendszerek

5. Linearis egyenletrendszerek

Oldjuk meg a kovetkezo linearis egyenletrendszereket !

S1. = + y + 2z =3 52. x» + y + z = 3
2 + 3y — =z =1 2v + 3y — z = 1
v — 4y + 4z = 4 3r — 4y + 24z = 44
53. 22 + 5y — 2z =1 54. 2z -z =0
3r — 4y — 3z = 0 2v + 4y — z = 0
r + y + z = 2 —2r — 2y + z =0

Szamoljuk ki a kovetkez6 determinansokat!

1 2 3 70 14 1 879 —879
55. D=4 0 6 56. 0 0 8 57. 10 3 4
1 0 4 1 2 4 0 5 -2

5.8. Ellendrizziik a determindns szdmolds szabdlyait, minden feladatban kiszdmolva a kapott determi-

nanst:
3 2 =5
D=1 6 4
-3 5 7
(a) Az eredeti determinans. (b) Tiikrozziink a féatlora.
(¢) A masodik sort szorozzuk 0-al. (d) A harmadik sort szorozzuk 2-vel.

(e) Cseréljiik fel az 1. és a 3. oszlopot.

(f) Adjuk hozz4 a 2. oszlophoz az els6 oszlop 2-szeresét.

5.9. A determindnsok tulajdonsagait felhaszndlva szamoljuk ki okosan a kovetkez6 determinanst !

-2 10 8
D=3 16 -12
25 124 -99

5.10. Adott a térben harom pont, A(1,1,2), B(1,0,1), C(1,2,¢). Hogyan kell megvalasztani a ¢ értéket,
hogy a harom pont egy egyenesbe essen ?

5.11. Adott a térben négy pont, A(1,1,0), B(1,0,1), C'(0,1,1) és O(0,0,0). Igaz-e, hogy a négy pont egy
sikban van?



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Komplex szamok

6. Komplex szamok

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Hatarozzuk meg a kovetkezd komplex szamok valds és képzetes részét! Rajzoljuk be a komplex
szdmokat a komplex szdmsikra! Szamoljuk ki az abszolut értékiiket !

(@) z; =3+ 4 (b) o =2—-3i (¢) z3=—4+5: (d) z4=1
(e) z5 = 5i () 26 =31 (8) 2 =7 (h) 25 = —8

Irjuk fel az el6z6 komplex szamok konjugéltjat! Adjuk meg a konjugéltak valés és képzetes részét !
Abrazoljuk az eredeti szimokat kékkel, a konjugaltakat pirossal ugyanabban a koordindtarendszer-
ben! Szamoljuk ki a konjugéltak abszolut értékét, és hasonlitsuk 0ssze az eredeti szdmok abszoltit
értékével !

Adott a z = 3 4 47 komplex szam. Szdmoljuk ki a kovetkezd kifejezéseket:
(a) —3z (b) z (¢ z-z (d) |z]

(e) 2 ) 1
z

Adott két komplex szdm z; = 1 47 és 2z, = 2 — 7. Szdmoljuk ki a kovetkezo kifejezéseket:

@ z1 + 2 (b) 22, — 32 (©) z1-% (d) !

22

Legyen z; = 2 —3i, 29 = 5+ T¢. Szamitsuk ki a kdvetkezd miiveletek eredményeit algebrai alakban !
(@) z1 + 29 (b) 321 — 2 (©) Z1 + 2 (d) z1 + 72

© || ® - ® 212 () =
21

1

Szamoljuk ki a z = 2 4 37 komplex szdm mint sikvektor

(a) tiikorképét az origéra; (b) tiikorképét a valds tengelyre;;
(c) haromszorosara nyujtott képét; (d) —%-tal valé elforgatottjat!

Hol vannak a komplex sikon azok a pontok, amelyekre igaz, hogy
(@) Imz>0 (b) Rez >0 (¢ 2<Rez«l1

d 0<Imz<2 (e) Rez| > 1 ®1<|z—-1<2

Rajzoljuk be a kovetkezd komplex szdmokat a komplex szdmsikra! Adjuk meg komplex szamok
trigonometrikus alakjat!

(@ z;=1++3i (b) 20 =5—5i (€) z3=—4V3+4i () z4=1

-10- U



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Komplex szamok

() 25 = bi ) 26 =—3 (@) zn=7 (h) 23 = -8

6.9. Rajzoljuk be a kovetkezé komplex szdmokat a komplex szdmsikra! Adjuk meg a komplex szdmok
algebrai alakjat! Adjuk meg a szdmok abszolt értékét !

(@ = :4(cosg+ising> (b) zo=5 (COS%—FiSiH%)
(c) 23:3<cos (g—{—%r) + 4 sin <g+27r>> (d) 24:cosg+ising

(e 25:5(0083;+isin3§) (f) 26=4<Cosg+ising>
(g) z7 =2(cosm +isinm) (h) 23 =4 (cos0+ isin0)

6.10. Van-e olyan komplex szdm, amelynek

(a) abszolut értéke —2
(b) abszolut értéke 0

(¢) abszolut értéke 2

(d) trigonometrikus alakja —3 <cos g + 4 sin Z)

3

. . . m .. T
(e) trigonometrikus alakja 2 (cos 3 + 2 sin Z)

. : . ™ . ™
(f) trigonometrikus alakja 4 (cos <—§> + 7 sin <—§>) ?

. ) r o Aw T .. o .
6.11. Adott két komplex szdm, u = 4(cos 3 + isin ?) és v = 3(0081 + isin Z) Szamitsuk ki a
kovetkezd miiveletek eredményeit.
(@) uv (b) - (©) v* @ Vau
u

—11- U



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. A fiiggvény fogalma

7. A fiiggvény fogalma

7.1. Melyik gorbe lehet valamelyik valds fiiggvény grafikonja ?

(@ . (b)

(c) . (d)

Abrazoljuk a kiovetkezd fiiggvények grafikonjat !

T ha0 <z <1 _J1—2 ha0<z <1
72 f(‘”):{z—:c hal <z <2 73 9<x)_{2—x hal <z <2
| 3—2 haz <1 | 1/z haz <O
7.4. F(x)—{ 9r haz > 1 7.5. G(x)—{ ¢ ha0<a
7.6. Parositsuk a fliggvényeket és a fiiggvénygrafikonokat !
@@ (r—1)>%*—4 (b) (z—2)*+2 (© (z+2)?+2 d) (z+3)% -2

@ (B)

—12- U



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. A fliggvény fogalma

D)

©

7.7. Az aldbbi dbrdkon az y = —z? fiiggvény négy eltoltjdnak a grafikonjat dbrazoltuk. Irjuk fel a grafi-
konoknak megfeleld képleteket !

@ (b)

(c) (d)

7.8. Hatdrozzuk meg a fiiggvényértékeket, ha f(x) = z + 5 és g(z) = 2° — 3

(@) f(g(0)) (b) g(f(0)) © f(g(x)) @) g(f(x))

© f(f(-5)) ® 9(9(2)) ® [(f(x)) (h) g(g(x))
7.9. Hatdrozzuk meg a fiiggvényértékeket, ha f(x) =z — 1 és g(z) = — Jlr ]

@ f(g(1/2)) (b) g(f(1/2)) © f(g(x)) @ g(f(x))

© f(f(2)) ® 9(9(2)) @ f(f()) (h) g(g(x))
7.10. Vannak-e egyenlSk a kivetkezd fiiggvények kozott?

@ fi(z) ==z ) fo(w) = Va? © fsl2) = (Va)’

@ fi(z)=1lne* © fi(x)=e" ® fo(x) = (Vi)

—13- U



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Hatarérték, folytonossag

8. Hatarérték, folytonossag

8.1. Az dbran lithaté f(x) fuggvény grafikonja alap-
jan dontsiik el, hogy 1éteznek-e az alabbi hatéar-

értékek, €és ha igen, adjuk meg ezt az értéket ! V /\/

(@) lim f(z) (b) lim f(x) (© lim f(x)

8.2. Az dbran lithaté f(x) figgvény grafikonja alap-
jén dontsiik el, hogy 1éteznek-e az aldbbi hatar- —
értékek, és ha igen, adjuk meg ezt az értéket !

(@ lim f(z) (b) lim f(x) (© lim f(x)

8.3. Mely dllitdsok igazak az dbran lathaté f(x)
fliggvény grafikonja alapjan?

/TN

(@) lim f(x) létezik. (b) lim f(x) = 0 (© lim f(z) =1
@ lim f(x) =1 @ lim f(x) =0

(f) Az f(z) figgvénynek a (—1,1) nyilt intervallum minden pontjdban van hatdrértéke.

8.4. Mely dllitdsok igazak az dbran lathaté f(x)
fliggvény grafikonja alapjan?

14— y



Bevezeté matematika kémikusoknak 1.

Hatarérték, folytonossag

(a) li_}rr% f(z) nem létezik. (b) li_}rr% flz)=2

(c) lim f(x) nem létezik.
rz—1

(d) Az f(x) figgvénynek a (—1,1) nyilt intervallum minden pontjdban van hatérértéke.

(e) Az f(x) fiiggvénynek a (1,3) nyilt intervallum minden pontjdban van hatérértéke.

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket behelyettesitéssel !

8.5. lim bz 8.6. lim bz 8.7.
r—3 x—0
L2 8.9. lim 32%(7z —3)
8.8. glgl_)rr% T3 a——1 8.10.
8.11. lim sinz 8.12. lim 227
x—/2 sl — 7

lim (72 — 3)

x—1/7

I
xgq Tx —3

Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket a tortek egyszeriisitése utan!

r—5 z+3

8.13. }jl_)r% 22— 95 8.14. m11}1_13 m 8.15.
2 _ 1 2 -2
$.16. lim 10 8.17. lim ' 2 8.18.
72 xr—2 t—>1 t2 —1
-3 Az — 2?
819, lim V" 8.20. lim —~ 8.21.
=9 £ —9 z—4 Q — \/E
2 _ -1
§22. lim YO 1873 8.23. lim V" 8.24.
z——1 z+1 =1 r—1
Hatarozzuk meg a kovetkezo trigonometrikus hatarértékeket !
) 1
8.25. lim 8.26. lim — 8.27.
z—0 I z—0 T
in 3
$.28. lim S0 8.29. lim =Y 8.30.
=0 ¢ y—0 4y
$31. lim 2% $.32. lim —
=0 I t—0 tgt

sin(v/2)
lim ———=~
90 94/2

I
hlgtl) sin 3h

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékeit a oo-ben és a —oo-ben!

20 + 3 2 _
8.33. g3q 2 —Trtl 8.35.
dr +7 Va?+1+1
2r + 3 202 — Tx
8.36. — 227 —Tx
T 8.37. 5 8.38.

23 — Tx
3+ 1
A N

=2 — 3

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények (véges illetve végtelen) hatarértékét a oo-ben!

~15-



Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Hatérérték, folytonossag

2 -1 2 20 —
839, 2VIET 840, 2 VT 841, 2L T
3x—T7 2 —\/x 2+ 1

202 —Tr+1 202 — T +1 2 F1+1
842, — 843, — 844, ——— ~
Vad+34+7 Vrt+1+1 Viz+1+1

8.45. Mely allitasok igazak az abran lathato
f(z) fiiggvény grafikonja alapjdn?

(@) lim f(z) =1 (b) lim f(z) =0 (© lim f(z) =1
@ lim f(z)= lim f(z)  (e) lim f(z) létezik. (®) lim f(z) =0
(2) lim f(z) =1 (b) lim f(x) = 1 @) lim f(z) =0
@) lim f(x) =2 () lim f(z) nemlétezik. (@) lim f(x) =0

8.46. Mely allitasok igazak az dbran lathat6
f(z) fiiggvény grafikonja alapjan?

(a) hlirh flz)=1 (b) 113% f(z) nem létezik. (c) ILI% flz)=2
(d) lir?i flz)=2 (e) lir?+ flz)=1 ) li_}rr% f(z) nem létezik.
(g lir(r)1+ flz) = liron_ flz)  (h) lir?_ flz)=0 () lir§1+ f(z) nem létezik.

(j) Az f(z) fuggvénynek a (—1,1) nyilt intervallum minden pontjdban van hatdrértéke.
(k) Az f(x) fuggvénynek a (1,3) nyilt intervallum minden pontjaban van hatérértéke.

Szamitsuk ki a kovetkezo féloldali hatarértékeket! Mindegyik feladatnal szamoljuk ki a masik
oldali hatarértéket is!

1
8.47. lim — 8.48. lim 3 8.49. lim
z—0t 3% z—0~ 2T =2 T — 2
1 2
8.50. lim 851. lim ——r $52. lim — "
=3+ T — 3 z——8+ 1+ 8 z——5- 21 + 10

—16- U



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Hatarérték, folytonossag

4 —1
8.53. lim — 8.54. lim ———
zir?* (SL’ — 7)2 mir(r]l* l’z(l’ + 1)

Szamitsuk ki a kovetkezo hatarértékeket!

8.55. lim ot 8.56. lim — 8.57. lim °
T—00 T rx—o0 U rx—o0 U
2
8.58. lim —
T—00 €

Legyen k egy rogzitett pozitiv egész szam. Szamitsuk Ki a kovetkezo hatarértékeket :

K 1
8.59. lim — 8.60. lim —r

Milyen c szam megadasa esetén lesznek a kovetkezo fiiggvények folytonosak a 0-ban?

) :

861 f(z)={ & T2 Maz=0 L haz£0
mx +c¢ hazx <0 8.62. f(iL’): x

c haz =0

2?4+r+1 haz>0 Vr+2 haz>0

8.63. f(x)—{ ar’ +br+c haz <0 8.64. f(z) = (r+c¢)* haz<0

8.65. Adjunk példit olyan f : [0,1] — R fiiggvényre, amely egy pont kivételével folytonos és
(a) nem korlatos. (b) korlatos, de nincs legnagyobb értéke.

8.66. Bizonyitsuk be, hogy minden harmadfoku polinomnak van gyoke.

Szamoljuk ki a kovetkezo hatarértékeket :

8.67. lim z-lnx 8.68. lim z-Inz

z—0+ T—00
8.69. lim z” 8.70. lim /z

r—0+ T—>00

— t

871, lim —— o887 8.72. lim —2r

=0 gsinx z—0 sin sin x
8.73. Lim 1— cos(sin2 ) 8.74. };iﬂ%(l + sin x)“g’”

a—0 x2 -sinx - tgx

8.75. Tegyiik fel, hogy az f pozitiv fiiggvény folytonos [a, b]-ben. Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ € [a, b],
amelyre igaz, hogy
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Hatarérték, folytonossag

8.76.

8.77.

8.78.

8.79.

@) f(c) = M (b) f(c) =+/f(a)f(b)

Tegyiik fel, hogy f folytonos [a, b]-ben, tovdbba f(a) > a és f(b) < b. Bizonyitsuk be, hogy van
olyan ¢ € [a, b, amire f(c) = c.

Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-ben, tovabba f(a) > g(a) és f(b) < g(b). Bizonyitsuk be,
hogy van olyan ¢ € [a, b], amire f(c) = g(c).

Tegyiik fel, hogy f és g folytonosak [a, b]-n, és minden x € [a,b] esetén f(x) < g(z). Bizonyitsuk
be, hogy van olyan ¢ > 0 szdm, hogy minden z € [a, b] esetén g(z) — f(z) > c.

Adjunk példit olyan f : [0,1] — R fiiggvényre, amely egy pont kivételével folytonos és

(a) nem korl4tos. (b) korlétos, de nincs legnagyobb értéke.

Van-e maximuma a kivetkezd fiiggvényeknek a [77, 888] intervallumon ?

8.80.

8.82.

3 sinz + 1 8.81. sin(2x) + cos(3z)

[z] 8.83. {x}

Van-e olyan folytonos fiiggvény, amelyikre igaz, hogy

8.84.

D(f) =[0,1] és R(f) = (0,1) 8.85. D(f) =1[0,1]és R(f) = [3,4] U[5,6]
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Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Differencidlszamitas

9. Differencialszamitas

Hol derivalhato és mi a derivaltja a kovetkezo fiiggvényeknek:

inr — 3
sinx — xcos T : 8 6
9.1. = 9.2. =423 tg(2? + 1 93. 32° — —2” +2
/(@) cosT + xsinx /() vtg@” + 1) 4
94. zsinz 9.5. (32°+1)cos x 0.6 2FF 3
20 —1
9.7. z° 9.8. z'8° 9.9. x

9.10. Irjuk fel az f(z) = 2 — 22% 4 3z + 4 fiiggvény érintjének az egyenletét az (1; 6) pontban !

Keressiik meg azokat a helyeket, ahol a sin x fiiggvény érintdje parhuzamos az

9.11. =z tengellyel; 9.12. ay = z egyenessel.

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények inverzének a derivaltjat a megadott helyeken!

3 _
9.13. f(l') — .',U5 + 1'2, a = 2 9.14- 31’ +I, a = 4

9.15. -2 ++/z, a=-1

9.16. A tgux fiiggvény inverzét arctg x jeloli. Szamoljuk ki az arctg x fliggvény derivalt-fiiggvényét !

9.17. Milyen sz6gben metszi az x° parabola az y = 2x egyenest,azaz, mekkora a metszéspontban hiizott
érintd és az egyenes hajldsszoge ?

9.18. Bizonyitsuk be, hogy az 2% — 4> = a és xy = b gorbék merblegesen metszik egymadst, azaz, a
metszéspontokban az érintok merdlegesek.

Szamoljuk ki a kovetkezo fiiggvények masodik derivaltjat:

9.19. 2*+222+x+1 9.20. "7 9.21. Incosz

A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval szamoljuk ki a kovetkezo hatarértékeket! Ellendrizziik a
szabaly alkalmazasanak a feltételeit !
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Bevezeto matematika kémikusoknak 1.

Differencialszamitas

. x 1 —sinzx
9.22. lim —— 9.23. i —_—
=0 In(1 + z) 36_13}2 1+ cos2x
1 |
9.25. lim 7 9.26. lim 27T
a—0t ctg x v—oo 1 +1

9.28. Szdmoljuk ki a lim -~ hatdrértéket !

z—0

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval:

sinx . CcoST
im = lim
z—=0x + 1 z—=0 ]

Mi a hiba?

=1

1
9.29. Szamoljuk ki a lim ——- S hatirértéket!

z—0 21

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval:
r+1 11

1111 = 11m — = —
z—0 21 + 2 z—0 2 2
Mi a hiba?

9.30. Szamoljuk ki a lim " hatdrértéket !
T—r 00 €T

Megoldas: A L'Hospital-szabaly alkalmazasaval:

. sinx . coszx
lim = lim
rx—o0 I T—00 r—00
Mi a hiba?

Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket :

i — t -1

931 lim of " 9.32. lim 8%~ -~

=0 tgr — o z—0 x2

. -2 ctgx
xT 1 X

9.34. lim (Slm> 9.35. lim( te >

x—0 T z—0 2
9.37. lim ln_x 9.38. lim zsin

X
9.24. i
250+ Sin N3
027. lim “11

r——00 e~ %

= lim cos z. Ez a hatarérték nem létezik.

9.33. lim (ctgx — 1)

z—0 €T
3 2 1
9.36. lim T2
T—00 er

Milyen intervallumokon novekszik, illetve csokken, hol van lokalis szélsértéke az f(x) fiigg-

vénynek, ha derivaltja

939. fl(z)=(x—1)(xz+2) 940. f'(z)=(r—1)*(x+2)

9.42. f'(z)= (2> —1)(x+2) 943. f'(z) =23z +1)

941. f'(z) = (z — 1)*(z + 2)*

9.44. f'(z) =z Y} (x—1)

Milyen intervallumokon névekszik, illetve csokken, hol van lokalis szélsoértéke a kovetkezo

fiiggvényeknek ?
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Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Differencidlszamitas

945. f(z)=—2>—3x+23 946. f(x)=22> 182423 947. f(r) =" — 42 + 427 + 23

9.48. f(z) =aV9 —a? 9.49. f(z) =2V —u 9.50. f(x) o9

r—2

222

Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények lokalis szélsoértékeit és hatarozzuk meg a tipusat!

951, y=aze® 9.52. y=2+z—2a’ 9.53. y=2a"— 62+ 9z —4

9.54. y=x+sinx

272

Hatarozzuk meg kiovetkezo fiiggvények abszolit szélsoértékeit a megadott intervallumokon !

3 5
9.55. 2 —12¢  [-10;3], [0;3] 9.56. 2°+22°  [-14], [25], [-7.3]

Abrazoljuk a kivetkez? fiiggvényeket, azaz keressiik meg monoton szakaszait, szélséértékeit és
a hatarértékekeket az értelmezési tartomany szélein!

9.57. y=06—2x —a° 958. y=2"—3z+3 9.59. y = 2(6 — 21)*

960. y=1—97—62"—2° 9.61. y=(z—2)°+1 9.62. y=1—(v+1)

9.63. A 16cm? teriiletd téglalapok koziil melyiknek a keriilete minimadlis ? Mekkordk ennek az oldalai ?
9.64. A 8 egység keriiletd téglalapok koziil miért a négyzetnek legnagyobb a teriilete ?

9.65. Az egyenl$ szard derékszogli haromszogbe irhat6 téglalapok koziil melyiknek a teriilete a legna-
gyobb ? Na és melyiknek a keriilete a legnagyobb ?
Itt beirt téglalapon olyan téglalapot értiink, amelynek két szomszédos csticsa az atfogon, a tobbi
csucsa a befogdkon van.

9.66. Egy téglalap egyik oldala az x tengelyen fekszik, két fels6 csticsa pedig az y = 12 — * parabolén.
Mikor maximédlis a teriilete egy ilyen téglalapnak ?

9.67. 8 x 15 dm-es kartonlapbdl téglalap alaki, nyitott dobozt készitiink tigy, hogy a kartonlap sarkaibol
egybevigo négyzeteket vagunk ki, majd felhajtjuk az oldalakat. Milyenek legyenek a doboz méretei,
ha azt szeretnénk elérni, hogy a lehetd legnagyobb legyen a térfogata? Mekkora lesz a maximadlis
térfogat?

9.68. Hozzunk létre egy haromszoget a koordinata-rendszer elsd siknegyedében tgy, hogy az x-, illetve
y-tengely (a,0), (0,b) koordinatdjd pontjait egy 20 egység hosszi egyenes szakasszal osszekotjiik.
Mutassuk meg, hogy a kdzbezart haromszog teriilete akkor lesz a legnagyobb , ha a = b.

9.69. Egy farmon az allatok szamadra el kell keriteni egy téglalap alaku karamot. A teriiletet egyik oldalrél
foly6 hatdrolja, a masik harom oldalon egyszélas vezetéket kell kifesziteni, amelybe aztdn dramot
vezetnek. A rendelkezésre 4116 800 méternyi vezetékkel mekkora teriiletet lehet elkeriteni, és milyen
méretl lesz a maximadlis teriiletd kardm?
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Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Differencidlszamitas

9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

9.77.

Egy borséiiltetvény 216 m>-es téglalap alaku részét be kell keriteni, majd a kerités egyik oldalaval
parhuzamosan két egyenl6 részre kell osztani. Mekkordk legyenek a kiils6 téglalap oldalai, hogy a
lehetd legkevesebb keritésfonatot kelljen felhaszndlni ? Milyen hosszu keritésre van sziikség ?

Az amerikai posta belfoldi forgalomban csak olyan kiildeményeket vesz fel, amelyek hosszanak és
korméretének (a keresztmetszet keriiletének) 0sszege nem haladja meg a 108 inch-et (1 inch = 2,54
cm). Milyen méretii négyzetes hasdbbal lehet elérni a legnagyobb térfogatot ?

Hatarozzuk meg egy adott V' térfogatu egyenes korhenger alapkorének R sugardt €s m magassagat
ugy, hogy a henger felszine minimalis legyen !

Hatarozzuk meg egy adott a alkotdju egyenes korkup alapkorének R sugarat és m magassagat ugy,
hogy a kip térfogata maximadlis legyen !
Egy fiigg6legesen mozg6 test magassagit az

s = —49t2 + 30t + 34

fliggvény adja meg, ahol s-t méterben, ¢-t masodpercben mérjiik. Mekkora lesz

(a) atest sebessége at = ( id6pontban;
(b) alegnagyobb magassiga és mikor éri azt el;
(c) a sebessége, amikor s = 07?
Janka a parttdl 2 kilométerre egy csonakban iil, és szeretne eljutni a tdle 1égvonalban 6 kilométerre

1évS partmenti faluba. 2 km/h sebességgel tud evezni és 5 km/h sebességgel gyalogolni. Hol szélljon
ki a csénakbdl, hogy a lehetd legrovidebb 1d6 alatt érjen a faluba?

Keressiik meg, mekkora gydgyszermennyiségre a legérzékenyebb a test oly médon, hogy meghata-
rozzuk azt az M értéket, amelynél a dR/dM derivéltnak maximum a van, ahol M a vérbe felszivodo
anyag mennyisége, C' egy pozitiv dllandé és R a reakcid,

¢ M
Ve
R ($-3)

Két részecske helyzetét az s-tengelyen az s; = cost és sy = cos(t + w/4) fuggvények irjak le.

(a) Mekkora a részecskék legnagyobb tavolsdga?

(b) Mikor iitkdznek Gssze ?
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Tobbvaltozos fiiggvények

10. Tobbvaltozés fiiggvények

10.1. Keressiik meg a kovetkezd kétvaltozos fiiggvények grafikonjait az dbrdk kozott !

() 2° 4y (b) (z+y)? (©) =% —y?
d) zy (e) sinz + siny (f) sinxsiny
(A) (B)

© (D)

(E) (F)
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Bevezeto matematika kémikusoknak 1. Tobbvaltozos fliiggvények
10.2. Az el6z6 fiiggvényeknek kirajzoltuk a térbeli a szintvonalait is. Keressiik meg a rajzokhoz tartozé
képleteket !
(A) . (B)
S S —
gl \\ ;
/ \
4 o O H
\\ /x ) /
< ‘ D) o
N\ N \
W\ A/ \\
(E) )y F -
| ‘\\\,j/“ ‘ ‘\
N=N=\(
—~ W u“'f\““
) . /w | ol \ ‘\\V/] /1

Szemléltessiik a kovetkezo kétvaltozos fiiggvényeket szintvonalakkal és a térbeli grafikonokkal !
103. f(z,y) = 2> +¢° 104. f(z,9) = (z +y)*

10.5. f(z,y) = 2*
Szamoljuk ki a kovetkezo fiiggvények elsorendii parcialis derivaltjait:
10.6. f(z,y) =2 + 2y + ¢*

10.7. f(z,y) ="
10.8. f(x,y,z) = sin(z? +¢°* + %)

1—
10.9. f(z,y) = arctg -
10.10. f(z,y) = 2¥ +y*

—y
1011, f(z,y,2) = a¥°

Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények iranymenti derivaltjat a P, pontban az adott irinyban:
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Tobbvaltozos fiiggvények

1

10.12. z=— Py(1,-1) y + 3z — 1 = 0 egyenes irdnyédban.
Y

1013, uw=32>+2y°—2  Py(1,2,5) v = —i +2j +k irdnyéban.

Szamitsuk Ki a kovetkezo fiiggvények masodrendii parcialis derivaltjait :

10.14. z = 2" + y* — 4a?y? 10.15. u = zsin(y + 22)
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Primitiv fliggvény, hatdrozatlan integral

11. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

11.1. A kovetkezd fiiggvényeket a baloldali oszlopban, derivéltjaikat a jobboldali oszlopban dbrazoltuk.
Keressiik meg 6ket !

(a) z° — 4z (b) 2* (¢) x +sinx d) tgx (e) e ®

(1) (A)

2) (B)
3) ©)
) D)
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Primitiv fliggvény, hatdrozatlan integral

(&) (E)

Szamitsuk Ki a kovetkezo hatarozatlan integralokat!

11.2. /Sm(x + 3) dx 11.3. /(1 + 2 + 52°) dx 11.4. / Vo +2dr
1
11.5. / (sinz +cosz)® dr  1L.6. / EETE dx 11.7. / e® 13 dx

Hatarozzuk meg parcialis integralassal a kovetkezo hatarozatlan integralokat!

11.8. /;L'cosgj dzr 11.9. /xQex dx 11.10. /x2 sinx dx

11.11. /arctgx dx 11.12. /xarctgx dx 11.13. /ez sinzx dz

4
Hatarozzuk meg a kovetkezo, / f? vagy / f@f’ alaki hatarozatlan integralokat !

2 1
11.14. / ad dx 11.15. /(ln x)2 - —dx 11.16. /x\/ 22+ 1dx
513'3 + 1 X
11.17 / T 11.18 / L 11.19 / L d
I B ) e e (1 + 22)arctgr v

Szamoljuk ki a kovetkezo6 hatarozatlan integralokat helyettesitésekkel !

2
11.20. /:1:2\/ 3+ 1dx 11.21. /xexz dx 11.22. /:v— dx
V1 — 22

11.23. / 2z + et dz 11.24. / cosz €M dy 11.25. / _dr
Vvl —z)

Szamoljuk ki a kovetkezo hatarozatlan integralokat !

1 1
11.26. / dr  11.27. / T 11.28. / cos® wsin® z do
(x4 2)(x — 1) 224+zx+1
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Bevezeté matematika kémikusoknak 1.

Primitiv fiiggvény, hatdrozatlan integral

11.29. / S
et 4 e %

11.32. / 1 dz
et + et

11.35. /tg x dx

11.38. / In(z® +1) do

11.30. / A
ex+62m

11.33. / arctgr
1+

12

1
11.36. d
/1+\/5 o

11.39.

dx

1
/ (1 + z?)arctg x

_28—

2x
11.31. / o

er 4 62:1:

11.34. /:L'sin(al:2 +1) dx

11.37. /lnx dx

11.40. /; dx
1+ cosz



Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. Hatarozott integral

12. Hatarozott integral

Szamitsuk Ki a kovetkezo hatarozott integralokat, ha léteznek!

3 6 m
12.1. /m2 dz 12.2. /45“6 dzx 12.3. /sinx dx
0
; / 222 2
12.4. /xlnm dx 12.5. / sin® z dx 12.6. /ﬂ dx
3z —1
24
20
12.7. / 12.8. / 12.9. /sm xcos® x dx
4 + 52
10 0 0
20
12.10. /ln\/g dx 12.11. /ln(:v +1)de 12.12. /xQ In(2? — 1) dx
1 10 10

Hatarozzuk meg a kivetkezo hatarozott integralokat helyettesitéssel !

5
2
12.13. /:U2v 23+ 1de 12.14 /x— dz
) V1—a22
3
/ 3 2 :
x 1
12.15. —d _—
/3x+32x x 12.16. /1+tg — da

1

ol
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 1. A hatérozott integral alkalmazasai

13. A hatarozott integral alkalmazasai

Hatarozzuk meg

13.1. az f(x) = —a? + 3 fiiggvény grafikonja alatti teriiletet;
13.2. az f(x) = 2% és a g(x) = —x + 2 fiiggvények grafikonjai dltal bezart teriiletet;

13.3. az f(z) = —2® + 2z és a g(r) = —x fiiggvények grafikonjai dltal bezrt teriiletet !

Forgassuk meg a kivetkezo fiiggvények grafikonjait az x tengely koriil a megadott intervallu-
mokban! Szamitsuk ki a keletkezett forgastestek térfogatat!

134. ¢ * [0,1] 13.5. r [0,1] 13.6. sinz [0, 7]

Szamitsuk Ki a kovetkezo fiiggvénygrafikonok ivhosszat a megadott intervallumokon !

13.7. y= \/; [0,1] 138. y = log(cos Qj) [0’ %] 13.9. y=chx [071]

Szamitsuk Ki a kovetkezo improprius integralokat :

+ood 1 —+o0 d
1310, [ & 1311 [ nzde 13.12. / T
z2 14 22
1 0 —00
Konvergensek-e a kiovetkezo improprius integralok :
+ood 1 d +ood
1313, [ & 1314, | & 131s. [ &
xOé xa l.a
1 0 0
+oo 9 +o00o 1 +o00
x T+ COS X
13.16. _d 13.17. —d 13.18. d
/$4—x2+1 & Vi +1 v / 22 4t
0 1 1
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Bevezeto matematika kémikusoknak 2.

II. rész

Masodik félévi feladatok
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Tobbvaltozos fiiggvények integraldsa

14. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

Hatarozzuk meg a kovetkezo teriileti integralokat a megadott téglalapokon :

14.1. //(x—i—y)dxdy T: 0<2<1,1<y<3
T

14.2. //xydxdy T:0<2<1,1<y<3
T

14.3. //e”ydmdy T:0<2<1,0<y<1
T

14.4. //xsinyda:dy T: 0<x<1,2<y<3
T

Hatarozzuk meg a kovetkezo teriileti integralokat a megadott halmazokon:

14.5. //(m—i—y)dxdy T: 2>+¢y*<1
T
14.6. //:Eydxdy T: (z=172+@y+1)?*<4
T
14.7. //(x—xy)dxdy T: (z—2°+(@y+3)?<4
T
0<$<z
14.8. //xydxdy T:{ - T2
T 0<y<sinx
0<:13<E
14.9. //(x—i-y)dxdy T:{ - 3
o 0<y<coszx

Legyen T = [0,1] X [0,2] X [0,3] C R3. Szamoljuk ki a kivetkezd térfogati integralokat a T
téglan:

14.10. ///(x +y+2)drdydz 14.11. /// xyzdr dydz
T T

14.12. / / / "2 dy dy dz 14.13. / / / (2 + y*) dr dy dz
T T

14.14. Szamoljuk ki az y = 22, y = 22* paraboldk és az x = 1 egyenes 4ltal hatdrolt sikidom teriiletét.
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Tobbvaltozds fiiggvények integrildsa

14.15.

14.16.

14.17.
14.18.

14.19.

14.20.

Szdmoljuk ki a az 2? + y* = 1 henger-
palastésaz x +y+z = 2, z = 0 sikok
altal hatarolt test térfogatat. A keresett
test:

Szamoljuk ki a az 2° + y* = 1 henger-
palastésaz x +y+z = 1, z = 0 sikok
altal hatarolt test térfogatat. A keresett
test:

Szamoljuk ki az R sugard gomb térfogatat.

7 7

Egy vékony lemezt az y = 0,z = 1 és az y = 2z egyenesek hatdrolnak. A lemez siirisége
p(z,y) = 6x + 6y + 6. Hatdrozzuk meg a test tomegét és tomegkdzéppontjanak koordinatait !

7 7

Egy test az elsd térnyolcadban van, a koordindtasikok és az z + y + z = 2 sik hatdrolja, a slirlisége
pedig p(x,y, z) = 2. Hatdrozzuk meg a test tomegét és tomegkozéppontjanak koordindtit !

Egy 1 méter mély godorbdl a felszinre szivattytdzzuk a vizet. Mennyi munkdt végziink a gravitacid
ellenében ha a godor

(a) kocka alaku, (b) félgomb alakd ?
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15. Szamsorozatok konvergenciija
11 O e . )
15.1. Legyen A=< — + — :n,m € N7 5. Szdmoljuk ki az A halmaz infimumat.
nom
, 1
15.2. Lé&ssuk be, hogy — — 0.
n

Konvergensek-e a kiovetkezo sorozatok ? Tartanak-e valamelyik végtelenbe ?

153. (—1)" 154. n 155. (1)~ 15.6. (—1)"n
n

Szamoljuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét:

1 1 n+1 nd 1
157. — 158. — 159, — B
n2 vn n—2n+1 15.10. nd—2n+1
1511 Vn+1—yn 1512 Vnl+n—n 4543 011 1514. 2" +n+1
nt+1

15.15. Igaz-e, hogy

(a) két divergens sorozat dsszege divergens ?
(b) egy konvergens és egy divergens sorozat dsszege divergens ?
(c) két divergens sorozat szorzata divergens ?

(d) egy konvergens és egy divergens sorozat szorzata divergens ?
15.16. Igaz-e, hogy

(a) ha egy korlatos sorozat konvergens, akkor monoton ?

(b) ha egy korlatos sorozat monoton, akkor konvergens ?

(c) haegy sorozat végtelenbe tart, akkor monoton ?

(d) ha egy sorozat monoton névd, akkor vagy konvergens vagy végtelenbe tart ?

1
15.17. Legyen a, = 1 + —. Melyik dllitds igaz ?
n

vn

(a) Megadhat6 olyan ng szdm, hogy Vn > ng esetén |a,, — 1| < 0,001.
(b) Megadhaté olyan ng szdm, hogy Vn > ng esetén |a,, — 2| < 0,001.

(¢) Az a,, sorozat tart 1-hez.

Hatarozzuk meg a kovetkezo sorozatok hatarértékét:
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1 14+ n+n?
15.18. 1 _—rnwn
18 S 15.19. n<,/1+ﬁ—1) 15.20. an = 7=

nd—n?+1 n?+ (=1)"
15.21. 15.22, ——— 15.23. a, = Vn2+n+1
vn3+1+100n +1 3n?+1
1\" 15.25. V2" +n?2+1
15.24. (1 + —)
n

1 n
15.26. Bizonyitsuk be, hogy a (1 + —) sorozat monoton névekedd és feliilrdl korldtos !
n
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Numerikus sorok

16. Numerikus sorok

Szamitsuk Ki a kovetkezo sorok osszegét!

1 1 1 1 N L
16.1. 16.2.
1-2Jr2'3+3-4+4-5Jr 6 n; on
= on 4 3n
16.3.

16.4. Jeloljik a > a, sor k-adik részletosszegét si-val. Igaz-e, hogy ha
n=1

o0
(a) lima,=0— Z a,, konvergens ?
n—0o0

n=1

(c) Z a, konvergens — a,, — 0?

n=1

e a,—>1—= Z a, divergens ?

n=1

(2) Z a, divergens =— a, — 1?7

n=1

n=1

n=1

16.5. Legyen 0 < q < 1 tetszbleges. Konvergens-e a Z n?q" sor?

n=1

Konvergensek-e a kovetkezo sorok ?

o0 1 o0

166. Y — 16.7. Z(\/n—i—l—\/ﬁ) 16.8.
n=1 : n=1
=1 > 1

169. > - 16.10. ) (-1)"— 16.11.
n=1 \/§ n=1 TL2
o0 n2 o0 nn

16.12. ZS— 16.13. Z—' 16.14.

n n!

n=1 n=1
=~ /1 1\" > 1000

16.15. Z §+—) 16.16. Z OO'O 16.17.
n=1 n n=1 "
=~ 1 =1

16.18. ;mnn 16.19. ;nln2n

16.20.

—-36-—

(b) kh_)rgo s, =0 = Z a,, konvergens?

n=1

(d) Z a, konvergens = s — 07?

® s — 1= Zan divergens?

n=1

(h) Z a, divergens = s — 17

0 2

>

nt +2

n=1

oo .

Z SInn
n2

n=1

o0

n"
n=1

n?+3n+7

; vnb 41+ 2011

Lassuk be, hogy a g — végtelen sor konvergens, ha o > 1 és divergens ha o < 1.
na
n=1



Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Hatvanysorok, Taylor sor

17.

17.1.

17.2.

17.3.

17.4.

Hatvanysorok, Taylor sor

Irjuk fel a f () = tg x figgvény harmadik Taylor-polinomjat a 0-ban.

A fondlinga mozgdsat leird torvényben a sin z fliiggvényt az = fiiggvénnyel kozelitik. Mekkora lesz
legfeljebb az elkovetett hiba, ha a kitérés szdge legfeljebb 5° < 0,1 radidn ?

Hény tagot vegyiink figyelembe sin x Taylor-sordbdl, ha azt akarjuk, hogy x < 0,1 esetén a hiba
legfeljebb 10° legyen?

Hany tagot vegyiink figyelembe sin x Taylor-sordbdl, ha azt akarjuk, hogy z < 1 < g(: 60°) esetén
a hiba legfeljebb 10> legyen?

Szamoljuk ki a kovetkez6 hatvanysorok konvergencia sugarat:

17.5.

17.8.

17.11.

i nZz" 17.6. i E;'L); x" 17.7. ix"
n=0 n=0 ’ n=0

i % 17.9. i z—z 17.10. i nl o
n=1 n=1 n=0

= _1\n+1 z

;( 1) Tn

Fejtsiik hatvanysorba 0 koriil a kovetkezo fiiggvényeket :

17.12.

17.15.

17.18.

1 17.13. In(1 + z) 17.14. arctgx
— X
1 x x
17.16. 17.17.
1+ l+w (1—a)?
1 17.19. sin’x 1
2+ 17.20. f(z) = 1+ x4 22

Szamitsuk Ki a kovetkezo hatvanysorok konvergencia sugarat és osszegét :

17.21.

17.24.

17.27.

o0 xn o0 o0
= —_— 17.22. T) = nx” 17.23. T) = n(n+ 1)x™
@) =2 o @) =3 fa) = X nln+ 1)
00 x2n+1 o0 " o0
17.25. 17.26. Zpn
; 2n+1 ; n+ ; e

A kovetkezd dbrdkon a sin z fliggvény néhany Taylor-polinomjét lathatjuk.
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Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Hatvanysorok, Taylor sor

1.,3.,5. és 7. Taylor polinom:

51. Taylor-polinom:

AWAWARAWAWA
YV VU

51. és 57. Taylor-polinom:

TAWAWAW \
IVARVARVARV.

17.28. Fejtsiik hatvanysorba az f(z) = 2? + x + 1 fiiggvényt

(a) 0-koril; (b) 1-koriil.
17.29. Fejtsiik hatvanysorba az f(z) = oy fiiggvényt
T
(a) 0-koril; (b) 1-koriil.
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Bevezeto matematika kémikusoknak 2. Fourier-sorok

18. Fourier-sorok

18.1. Allitsuk el§ az aldbbi fiiggvények Fourier-sorit !

(a) sin’z (b) cos’z

Fejtsiik Fourier sorba a a (—m, 7) intervallumon az alabbi fiiggvényeket :

18.2. f(z) =sgnzx —T<x<m

1 ha0<zx<m
0 ha —nm<2x2<0

18.3. f(z) = {
184. f(z)=|sgnz| —-nT<z<m7
A fenti hdrom fiiggvény megegyezik a (0, 7) intervallumon !

185. f(x)==x —T<x<m

18.6. f(z) = || —T<x<T

7

Az el6z6 két fiiggvény megegyezik a (0, 7) intervallumon !

2 hal0<zx<m

—2?2 ha —nm<x<0

18.7. f(z) = {

™=

18.8. Legyen most f(x) az a 27 szerint periodikus fiiggvény, amelyikre f(z) = ,haz € (0,27) és

f(0) = 0. Ezt a fiiggvényt fiirészfog-fiiggvénynek is nevezik.

(a) Fejtsiik Fourier-sorba az f(x) fiiggvényt a (0,27) nyilt intervallumon.

numerikus sor 0sszegét.

(b) Szdmoljukkia » (—1)"
— 2n +1

18.9. Legyen f az a periodikus fiiggvény, amelyre f(x) = 2 haz € [—7, 7].

(a) Fejtsiik Fourier-sorba az f(x) fiiggvényt a [—m, 7| intervallumon.

(b) Szamoljuk ki a Z —; numerikus sor 9sszegét.
n

n=1

18.10. Kirajzoltuk néhdny el6z6 feladat fiiggvényeit és a 10-edik ( egynél az 5-6dik ) Fourier kozelitéseit.
Melyek ezek a fiiggvények ?
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(a)

— — hd [

3 _4 4\3:,ﬂ\z‘3\,\4ﬂ

(b)

] AL
(c)
(d)
(e)

4 3 2 -1 0 1 2 3 4 43 -2 -1 0 1 2 3 4
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Bevezeto matematika kémikusoknak 2.

Linearis vektorterek

19. Linearis vektorterek

19.1. Szamoljuk kiaz A+ B, A — B, 2A + 3B matrixokat, ahol

1 2 -1 0 3 -4 1 2
A=14 0 2 1|,B=1|1 5 0 3
2 =5 1 2 2 -2 3 -1
19.2. Szamoljuk ki az AB — B A matrixot, ha
2 0 1 -3 1 0
A=|-2 3 2|,B=10 2 1
4 -1 5 0 -1 3
19.3. Legyen
1 -3 2 1 2 3 4
A=12 1 =3, B=|-24 3 1
4 5 6 5 0 —6 2

(a) Melyik matrix szorzds végezhet6 el az alabbiak koziil ?
AB, BA, ATB, BTA
(b) Szamoljuk ki a C' = AB szorzatot.

Szamoljuk ki a kovetkez6 determinansok értékét:

2 1 -1 2 -1
11 3 -1 195. D=2
4. D=, o | | )
-1 -2 3 -3
3 1 -1 2 1
5 1 3 —4 4
196. D = 0 1 197. D= |,
1 -5 3 -3 16

Szamoljuk ki a kovetkez6 matrixok inverzét:

3 -1 0 1
198. A=|-2 1 2 199, 4= (2

2 1 4

12 -3 2
19.10. A=(0 1 2 19.11. A= |4

00 1 2

16
25

Keressiik meg az alabbi matrixok sajatértékeit és sajatvektorait:

42—
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Bevezeto matematika kémikusoknak 2.

2 -1
19.12. A=(0 -1
0 2
2 -1
19.14. A=(0 1
0 1

19.13. A=

—43—

Linearis vektorterek



Bevezet6 matematika kémikusoknak 2. Differencidlegyenletek

20.

Differenciilegyenletek

Oldjuk meg a kovetkezo szétvalaszthato valtozéju (szeparalhato) differencialegyenleteket :

20.1.

20.3.

20.5.

20.7.

20.8.

20.9.

20.10.

20.11.

r_ y—=x

(1= a2 + (1) = 0 HE e

vy +y° =1 204. x+yy' = wyly — ay)

y+ (z+zy)y =0 20.6. y*(1+x)+a*(1-y)y =0

A kemencébdl kivett kenyér homérséklete 20 perc alatt 100 °C-r6l 60 °C-ra csokken. A levegd ho-
mérséklete 25 °C. A hiités kezdetét6l szamitva mennyi id6 alatt csokken a kenyér hdmérséklete 30
°C-ra?

Egy V térfogati tartdlyban viz van. A tartdly aljan levd nyildson keresztiil v liter/perc sebességgel
folyik ki a tartalyban levd folyadék, mikozben a tartaly feletti csapbdl v liter/perc sebességgel p
toménységi sooldat folyik a tartdlyba, ahol (0 < p < 1), és ott azonnal el is keveredik. Hatdrozzuk
meg a tartdlyban levé séoldat ¢ toménységét az id6 fliiggvényében.

Adott egy oldat, mely etil-acetdtot és natrium-hidroxidot tartalmaz. A két anyag kozott az alabbi
egyensulyra vezetd reakcié megy végbe:

CH3 — COO — CHQCHg + NaOH = CHgCOONCL + CHgCHgOH,

a reakcidtermékek : ndtrium-acetat €s etil-alkohol. A kiinduldsi anyagok kezdeti koncentracidja:

cq(etil-acetdt) = 0.01mol /dm?*,  c¢,(nétrium-hidroxid) = 0,002mol/dm®. Az etil-acetét koncentra-

cidja 23 perc alatt 10 %-kal csokken. A kémiai egyenletbdl lathatd, hogy a reakcioban az anyagok

1:1 ardnyban vesznek részt. Ha m(t) jeloli a ¢ idGpontig a reakciéban résztvevd etil-acetat illetve

natrium- hidroxid anyagmennyiségét, /X pedig a reakcio egyensulyi-dllanddja, akkor a folyamatot a
dm

E:K(a—m)(b—m)

differencidlegyenlet irja le. Mennyi id6 alatt csokken a koncentracié 15 %-kal ?

Egy 300 literes tartdly aljat s6 és (valamilyen) nem old6dé anyag keverékével fedik be. Tegyiik fel,
hogy a s6 oldodasi sebessége aranyos az adott pillanatbeli koncentracio €s a telitett oldat (3 kg vizben
1 kg s6) koncentracidjnak kiilonbségével, €s hogy a tiszta viz adott mennyisége 1/3 kg sot I perc alatt
old fel. Szamitsuk ki, mennyi sét tartalmaz az oldat 1 6ra mulva.

Az ember 1 perc alatt 4tlag 18-szor 1élegzik. Mindannyiszor 2000 cm?® levegdt lehel ki, amely 4%
CO,-t tartalmaz. Hany szazalék széndioxidot tartalmaz fél éra elteltével az a 400 m? térfogati eld-
adéterem, amelyben 50 személy tartézkodik, ha a szell6z8berendezések 1 perc alatt 40 m? friss leveg6t
széllitanak. (A friss leveg6 0,04% C0,-t tartalmaz).
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20.12.

Egy 10000 m? befogadéképességii tanterembe a szell§z8berendezések 1 perc alatt 1000 m? friss leve-
g6t széllitanak, amely 0,04% C'O,-t tartalmaz. Reggel 9 6rakor bejonnek a helyiségbe a didkok és 30
perc alatt a levegé C'O, tartalma 0,12%-ra emelkedik. Hany szdzalék C'O, vérhaté a leveg&ben du. 2
Orara?

Oldjuk meg a kovetkezo elsorendii linearis differencialegyenleteket :

20.13.

20.15.

20.17.

20.19.

20.20.

20.21.
20.22.

20.23.

=Y o g 20.14. o —ay = 2°
T
y +y=e" 20.16. ¢ +2xy =0
y —2yctgr =0 2018.  — L =22+ 30 -2
x

y +ytgx = sin 2z

Melyek azok a gorbék, amelyeknél az érintési pont felezi az érintének a koordindta-tengelyek kozti
darabjat?

Melyek azok a gorbék, amelyekre minden (z, y) pontjadban hiizott érint6 dtmegy a (2x,0) ponton?

Hatdrozzuk meg azokat a gorbéket, amelyekre a kovetkez6 éllitds igaz: a gorbe tetszéleges P(x,y)
pontjanak az orig6tdl mért tdvolsdga ugyanakkora, mint az a szakasz, amit a P pontban a gérbéhez
hizott érintd az y tengelybdl lemetsz.

A rezgbmozgést végzd m tomeg( testre egy, a sebességgel ardnyos fékezd erd hat (csillapitott rezgo-
mozgds). llyen csillapitast végez példaul az aut6 kerekén a lengéscsillapitd. Ekkor a mozgas differen-
cidlegyenlete (k > 0 a rugéallandd, ¢ > 0 a csillapitasi tényezd):

mx + cx + kx = 0.
Keressiik meg az egyenlet megoldasait és vizsgdljuk meg a megolddsok menetét.

Felrajzoltunk egy megoldast gyenge csillapités esetén:

|

0.6
0.4+

0,2

-0,24

-0,4

-0.6 U
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20.24.

Most az m tomeg( testre a rugéerdn kiviil egy harmonikus kényszerer6 is hat (kényszerrezgés). llyen

mozgast és az ezzel fellépd rezonancidt tud okozni példaul a sz€l egy hidon. A kényszererd nagysagat

egy M sin(wyt) alakd fuggvény frja le, igy a (csillapitatlan) kényszerrezgés differencidlegyenlete:
mi + kx = M sin(wgt).

Keressiik meg az egyenlet megoldasait és vizsgdljuk meg a megolddsok menetét.

Felrajzoltunk egy megoldast amikor a sajatfrekvencia és a kényszerfrekvencia megegyezik:

- ||
|
A 1,/\ /\
il
I|

~40

1
50

=)
=]

Oldjuk meg a kovetkezo allandoé egyiitthatés linearis differencialegyenleteket :

20.25.

20.27.

y' +y=0 20.26. y" — 5y +6y=0

' — o — 6y = 2 20.28. 4y" + 4y + 37y = sinx

Oldjuk meg a kovetkezo differencialegyenletrendszereket :

20.29.

20.31.

pTymEml 2030, i—y—2=2
vy= x—y_—l—OZ— - —z=2
ioy-z= ioa—y=2

Valamely A anyag felbomlik két anyagra: P-re és (Q-ra. Az egyes anyagok keletkezésének sebessége

ardnyos a még fel nem bomlott anyag mennyiségével. Legyen x és y a P, illetve a () anyagnak a ¢

1d6pontig keletkezett mennyisége. Hatdrozzuk meg ezeknek a véltozasi szabalyat, ha tudjuk, hogy a
3 1

kezdeti pillanatban z = 0, y = 0, 1 6rdval kés6bb pedig z = —a, y = ga, ahol a az A anyag kezdeti

8
mennyisége.
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21. Tobbvaltozos leképezések

Szamoljuk ki a kovetkezo térgorbék érintéinek egyenletét a megadott helyeken:

. . 1
211, (t—3)i + (2 +1)j +t’k 21.2. sinti +costj + cost k
t=2 Py(0,1,1)
Hatarozzuk meg az alabbi sikgorbék ivhosszat :
213, y=+x r=r(t—sint) 21.5. (arkhimédeszi spiralis)
0<z<a y =r(1—cost) r=ayp
0<t<2m 0<p<2m

21.4. (ciklois)

Hatarozzuk meg az alabbi feliiletek érintosikjait az adott helyeken:
216. r = (¥ —v)i + (u—v))j —(u+v)k; u=1;v=2

217, z=2*+4% x=1,y=2

Szamoljuk ki az alabbi feliiletdarabok felszinét:

218. r =ucosvi +usinvj+uk; 0<u<l;0<v<nm

2
21.9. z:g—; 0<z<L;1<y<?2
Y

Szamoljuk ki a kovetkezo skalarmezok gradiensét, itt a egy rogzitett allandé vektort jelol:

21.10. u(r)=ar 21.11. u(r)=|a xr| 21.12. u(r)=r2+ 1
2
Szamoljuk ki a kovetkezo vektormezok divergenciajat és rotaciojat:
21.13. zyi+z2j +yzk 21.14. Zi + gj +xzk 21.15. 2%yzi +ay’zj + 2yl k
Y z

PV

vektort jelol:
21.16. v(r)=r xa 2117. v(r)=(ar)r 21.18. v(r)=|r|a
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22. Vonalintegral

Hatarozzuk meg az alabbi vonalintegralokat:

22.1. /(:I:Q—Qxy)d:c—l—(yZ—Qa:y)dy C:y=2> (-1<z<1)
c
2y
22.2. %(w%—y)dm%—(m—y)dy C: ¥+ﬁ:1
c
T =acost
22.3. /ydx+zdy+xdz C’:{y:asint 0<t<2m
c z = bt

22.4. Hatarozzuk meg az aldbbi vonalintegrélt és ellendrizziik, hogy a keresztbe vett derivaltak megegyez-
nek ("rotv =0"):

dr —xd
P Oyt = R
C

Hatarozzuk meg a z(x, y) primitiv fiiggvényt:

22.5. dz = (2 4 22y — y?) dx + (2° — 22y — ) dy

226, dz— YTy
e 3x? — 2xy + 3y?
27, ds — (22 + 2xy + 5¢y%) dx + (2* — 22y + y*) dy

(z+y)?

Hatarozzuk meg az u(x, y, z) primitiv fiiggvényt:

22.8. du= (2° —2yz)dx + (y* — 222) dy + (2* — 22y) d=
Iy r Ty
22.9. du = (1—§+;)dﬂ7+(;+a)dy— —

(x+y—z2)de+ (r+y—2)dy+ (z+y+2)dz

22.10. du =
Y 2+ y? + 22 4+ 2xy
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Megoldasok

Szandékosan iires oldal.
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Matematika feladatgyijtemény kémikusoknak Megoldasok

1. Egyenlotlenségek

1.18. Alkalmazzuk a Bernoulli egyenl6tlenséget az x = 0,001 szereposztds mellett.
1,001" = (1 +0,001)" > 1+ 0,001 - n > 0,001 - n > 1000
Az utolsé egyenldtlenség teljesiil, ha n > 1000 - 1000 = 1000000.

1
1.19. Alkalmazzuk a Bernoulli egyenl&tlenséget az x = — szereposztas mellett.
n

1
1.21. Alkalmazzuk a szamtani és mértani kdozepek kozotti egyenlStlenséget n darab (1 + —> és az 1 sza-
n

mokra:

1
"+11.(1_|__) < "7 —(1—|— )
n

n+1 Cn+1 n-+1

Mindkét oldalt n + 1-edik hatvanyra emelve kapjuk a kivant eredményt.

1.24. Felhaszndlva a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget :

r 3
) 54‘54—(1—1:) 4

1l—g)=4.2.2. 1—2)<4- -
21— ) (1-2) < ) o

2
Egyenl6ség csak akkor van, ha g =1—xazazz = 3
4

Tehat a keresett maximum : 77

1.25. Az 4bra jeloléseit haszndlva, a téglalap teriilete:
T =4F,ahol F =z -y ésa® + 1y = 1.

Ezért F' = xv/1 — 22. Szdmoljuk ki F? maximumit: P(x, )

2+ (1 —x2))2 1

2 4
Egyenl&ség csak akkor van, ha 22 = 1 — 2% azaz

1
7

Tehdt a maximalis teriilete a négyzetnek van: T = 2

F?=2°(1-2%) < (

.’L’:y:

2. Koordinatarendszerek

2.1. A P pont helyvektordnak hossza r = \/ (—1)2 4+ (v/3)2 = 2. A helyvektor o szogének tangense:

1 5 ) .
tgp = —%. Ezért p = m — % =57 vagy ¢ = 21 — % = —%. Mivel a pont y-koordinatdja,

)
V3 >0, ezért ¢ = 67r. Tehat a polarkoordinatak :

r:2,<,0:67r.
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47 1
2.2, $:T~COS¢:18-COS?:—18-§:—9;
4 3
y:r-sing0:18-sin§:—18-§:—9\/§.

A pont Descartes koordintdi: P(—9, —9/3).

3
2.3. x:r-cosg0:4-cos%:4§:2\/§;

us 1
y=r-sinep sin 2 5
z =h=10.
A pont Descartes koordinatéi: P(2v/3,2,10).

11
24. =7-sind - =4 ---=1;
x =71 -sind-cosp 55
3
yzr-sinﬁ-singp=4-12-—\é_:\/§;
3
z:r-cosﬂ:4-§:2\/§.

A pont Descartes koordinatdi: P(1,/3,2/3).

2.6. Az xy sikkal parhuzamos, a z tengelyt a z = 5-ben metsz0 sik.

2.7. A z tengely koriili, origd csicspontd 2 - g nyildsszogl egyenes korkup paldstja.

3. Sik és térvektorok

32. (@a-+b=(3-2-2+1)=(1;-1),

(b) 2a +3b = (2-3+3-(=2),2-(=2) +3-1) = (0,—1),

() ab =3 (-2) + (—2)- 1= —8,

d (a—b)a+b)=a’-b*=(3"+(-2)°) - ((-2)° +1°) =8.

3.7. Legyena = AC = (—6,4,0), b = BD = (—6, —9,3). Be kell litnunk, hogy a - b = 0.

a-b=(-6)(—6)+4-(-9)+0-3=0.
38. axb=(2,-1,-1), abec=-3, (axb)xc=

3.10. Az ébra jeloléseit haszndljuk. Az f 4tl6 felez6 pontja-
nak helyvektora

1 1 a+b
p1:a+§e:a+§(b—a): 5

Az e atl6 felezGpontjanak helyvektora
1 o a+b
P2=5" =3
Eszerint a két 4tl6 felez6pontjai megegyeznek, igy ez
a kozos pont sziikségképpen a két 4tl6 metszéspontja,
amit az abran p jelol.
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4. Koordinatageometria

4.2.

4.3.

4.4.

4.7.

A keresett egyenes normadlisa megegyezik az adott egyenes normdlisdval n (2,3)-al. Tehdt az egyen-
lete nr = nr, azaz
2z + 3y = 12 vagy 2z + 3y — 12 = 0.

A 2z 4+ 3y = 5 egyenes egy normdlisa a v (2,3) vektor. Mivel a keresett egyenes merSleges az
adott egyenesre, ezért v egy iranyvektora. De igy az egyenes normalisa a n (—3,2) vektor. Tehat az
egyenlete nr = nr, azaz

—3x + 2y = —bvagy -3z +2y+5=0.

A keresett egyenes egy irdnyvektora a P pontbdl a () pontba mutaté vektor, v (1,2,3). Ezért paramé-
teres egyenletrendszere :

r=-3+t
y=2+2t
z=—1+ 3t.

Az egyenes (egyik) irdnyvektora az n (2,3, —2) vektor. Ez a vektor egyben a keresett sik normalisa.
Ezért az egyenlete:
20+ 3y — 2z =2vagy 2z + 3y — 22 —2=0.

5. Linearis egyenletrendszerek

5.1.

5.2.

Vonjuk ki az elsd egyenlet kétszeresét a mdsodikbdl és az els6 egyenlet haromszorosat a harmadikbdl,
azaz az els6 egyenlet segitségével ejtsiik ki az = valtoz6t a masik kettdbol :

T + y + 2z = 3
y — 3z = =5
-y + =z = =5
Adjuk hozz4 a harmadik egyenlethez a masodik egyenlet hétszeresét:
r + y + z = 3
y - 3z = =9
—20z = —40
A harmadik egyenletbdl kapjuk, hogy z = 2. Ezt behelyettesitve az els6 két egyenletbe és dtrendezve :
r + y =1
y = 1

A masodik egyenlet szerint y = 2. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe és dtrendezve:
x=0

Tehat az egyenletrendszer (egyetlen) megolddsa:
r=0,y=1,2=2

Vonjuk ki az elsd egyenlet kétszeresét a mdsodikbdl és az els6 egyenlet haromszorosét a harmadikbdl,
azaz az els6 egyenlet segitségével ejtsiik ki az = valtoz6t a masik kettdbol:

r + y + z = 3
y — 3z = =3
Ty + 21z = 35

Adjuk hozz4 a harmadik egyenlethez a mésodik egyenlet hétszeresét:
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r + y + z = 3
y — 3z = =5
0-z = 0

Eszerint a z valtoz6 értéke tetsz6leges lehet. A masodik egyenlet szerint:
y=32—295

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe :
r =4z — 2.

Tehat az egyenletrendszer megoldésai:
r=4z—-2,y=2z—-5,2z€R

5.5. Szeretnénk elérni, hogy a determindns masodik oszlopa az els6 sorba keriiljon, hiszen igy két nulla
lesz az els6 sorban. Tiikrozziik a determindnst a f6atléra, azaz cseréljiilk meg a determindns sorait az

oszlopaival :
1 41
D=2 0 0
2 6 4
Cseréljiik meg a determinéns elsé két sorat:
2 00
D=—-]1 41
2 6 4
A determinéns kiszdmolasat most mar konnyen elvégezhetjiik :
4 1
D——2’6 4'——2(44—1'6)——20

—
5.10. TekintsikaCA =a(0,—1,2—c)és CB=h (0, —2,1—c¢) vektorokat. A harom pont pontosan akkor
van egy egyenesen, haa xb =0.

i j Ok
_ N Sl 2= .10 (20 0 -1 .,
axb—g _; ?_z =i 5 (1-¢) J’O (1_C>+k0 _2—(3 )i =0

Innen kapjuk, hogy ¢ = 3.

—
5.11. Tekintsiikaz OA = a(1,1,0), OC —b (1,0,1) és OC = ¢ (0,1,11) vektorokat. A négy pont pontosan
akkor van egy sikban, haaz a, b, ¢ vektorok vegyes szorzata nulla.
1 10
abc:101:01—1 ! 10:—1—1—|—1:—17é0
01 1 11 01 01

Tehat nincs olyan sik, amelyik mind a négy pontot tartalmazza.

6. Komplex szamok

63. (a) —32= —3(3+4i) = —9—12i (b) z=(3+4i) =34
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(3+4i)-(3—4i)=9+16=25 (@ |z2|=+]zP=Vz-2=V25=5

22 = (3+4i)(3+4i) = —7 + 24i @ Ll-F 3" H_3 14,
z

zZ-z

=== = — =t

2z 25 25 25
(b) 221 — 320 =2(1 +1i) — 3(2 — i) = —4 + 5i

64. () s +2m=01+i)+(2—i)=3—i

21~32:(1+i)(2+i):1+3i (d)ﬂzzllfzzl—i_gi:l_i_%i
Z9 Z9 * 29 5 5 5
19 19
6.11. (a) uwv = 12(C0$1—27T + 7sin 1—;)
3 13 13 3 13 13
(b) % = Z(COS(—l—;) +isin(—1—27r) = Z(Cosl_; — i sin 1—;)

2 2
(c) v* = 9(cos Iﬁ + isin Iﬁ) = 9(005% + isin g) =9i

2 2
d) u = z(cosg +isin %) = —1+iV/3

2 2 5 5
Uy = 2(005(?7r +7) + @'sin(g + 7) = 2(cos ?ﬁ + isin ?ﬁ) =1—iV3=—u

7. A fiiggvény fogalma
7.1. A (c) és (d) dbran szerepld gorbék nem valamely fiiggvény grafikonjai mert van olyan fiigg6leges

egyenes, amelyik a gorbét tobb mint egy pontban (két pontban) metszi. Az (a) és (b) abrak viszont
fliggvénygrafikont dbrdzolnak. Az dbrdkon szerepld gorbék:

(@ y=V1-—a2 (b) y =2’ (©) =y d 2*+y* =1
(felso félkor).

7.10. Két fiiggvény pontosan akkor egyezik meg, ha megegyezik az értelmezési tartomanyuk és itt minden

2
pontban azonos értékeket vesznek fel. Ezért a fenti fiiggvények koziil z = Ine” és Va2 = <\/ | |> =

= |z|, azaz f; = f, és fo = fs. Mds egyenlGség nem teljesiil ! Jegyezziik meg azonban, hogy pozitiv
x esetén mind a hat fliggvény azonos értéket vesz fel.

8. Hatarérték, folytonossag

8.23. Bdvitsiik a tortet \/z + 1-el (a szamlal6 "gyoktelenitése").

Viol (E-DWEED _ e-1 11
x—1 (x—1)(vz+1) (z—1)(Vr+1) Ve+1 2

8.24. At =1+ 2? helyettesitést elvégezve és az €l6z6 feladat eredményét felhaszndlva:

oI+ 22—1 . Vt—1 1
11m—2=11m = —
r—0 x t—1 t—1 2

8.25. Mivel a sin x pératlan fliggvény, ezért elég a "jobboldali" hatarértéket kiszamolni. Ha 0 < = < g,
akkor 0 < sinzx < z < tgzx
x 1

: <
sm x COs T

Osszuk el az egyenl6tlenségeket a pozitiv sin z-el: 1 <
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8.26.

8.34.

8.59.

8.60.

8.61.

8.62.

Mivel a szerepl§ kifejezések mind pozitivak, vehetjiik az egyenl6tlenségek reciprokét:

sin x
<1

costT <

Tudjuk, hogy hH(l] cosx = 1, mert a cos z fiiggvény folytonos a 0-ban. Ezért alkalmazhat6 a rend6r-
T—

szabdly :
. sinz
lim =1
x—0 I

s

Bovitsiik a tortet 1 + cos z-el:

1—cosz (1—cosz)(l+cosz) sin’z 1

1
= = . % u—
x? 22(1 + cos x) z2  1+4cosx 2

Osszuk el a szamlalot és a nevezot a nevezd nagysagrendjével, x-el. Ezzel megsziintetjiik a hatarérték
L) Yoy il o0
"kritikussagat", a — esetet.
00

1
2w —Tr4+1 T+

ViZ+1+1 1 1
1+ =+ =
2z

A in fty-ben ugyanezt a hatarértéket kapjuk, mert a szdmlél6 és a nevezd is paros fokd polinom.

— 0

Legyen a = /e > 1.
k k
- <£> — 0.
e a®
Ez az eredmény azt jelenti, hogy az exponencidlis fiiggvény minden polinomnél gyorsabban tart a
végtelenbe.

Vezessiik be a ¢t = In z helyettesitést. Ekkor
Y= Vet = (\’“/E)t = a', és ezért

I Inzx ot

im — = lim —

T—00 \]“/E t—o0 at

Eszerint tehat a logaritmus-fiiggvény minden gyokos kifejezésnél lassabban tart a végtelenbe.

=0

Az f fiiggvény pontosan akkor folytonos a 0, ha balrdl is és jobbrdl is folytonos. Az f "balrdl", azaz
x < 0 esetén megegyezik az 22 + 2 fiiggvénnyel, amelyik mindeniitt, teh4t 0-ban is folytonos.

Az f figgvény x > 0 esetén megegyezik az mx + c fiiggvénnyel, amelynek "jobboldali" hatarértéke
0-ban c. Ezért tehdt a az f fiiggvény pontosan akkor folytonos 0-ban, ha

2=f(0)=c

Az f(x) figgvény pontosan akkor folytonos a 0-ban, ha itt van hatarértéke és az megegyezik a he-
lyettesitési értékkel.

x—0 z—0 X

Igy tehit a ¢ = 1 esetben lesz a fiiggvény folytonos a 0-ban.
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9. Differencialszamitas
9.1. Alkalmazzuk a hdnyados derivaldsi szabdlyét:

f'(x) =

Kiszamitjuk a szdmldloban szerepld derivéltakat az Osszeg €s a szorzat derivalasi szabdlyait felhasz-
ndlva:

(sinx — zcosx) (cosz + wsinx) — (sinz — xcosz)(cosx + rsinx)

(cosx + xsinx)?

(sinx —xcosz) = cosx —cosz + xsinz = rsinx

(cosx + xsinx) = —sinx +sinz + rcosx = x cosx

Ezeket behelyettesitve :

_ zsinz(cosx + wsinw) — (sinw — wcosz)rcosx z?

f'(x) -

(cosx + xsinx)? (cosx + xsinx)?

9.2. f'(x)=122%tg(x® + 1) + 423(tg(x® + 1))’
A ldncszabaly szerint (tg(«® + 1)) = — 2r= 2L
ancszabdly szerint (tg(z” + 1)) = (2T T = o2 1 1)

8zt

fay tehdt f'(z) = 1222 tg(22 +1) + ————
gy tehat f'(x) o™ tg(z® + )+C082(x2+1>

9.10. Ellendrizziik, hogy az adott pont rajta van-e a gérbén! Ehhez az kell, hogy a fiiggvény értéke az 1
helyen éppen 6 legyen: f(1) =1° —2-1> +3-1+4 = 6.
Az érintSegyenes egyenlete y = m(x — xo) + Yo, ahol most g = 1, yo = 6 ésm = f'(1).
A fiiggvény derivaltja f'(z) = 3z% —4x + 3. Innen m = /(1) = 2. Tehét az érintS egyenlete az adott

pontban:
y =2(xz — 1) + 6, vagy masképp felirva y = 2z + 4.
9.13. Elsé 1épésként keressiik meg azt az c helyet, ahol a fiiggvény értéke a = 2, azaz az inverz fiiggvény

értékét a a = 2 helyen. Ezt prébalgatassal kaphatjuk: ¢ = 1. Az inverz fliggvény derivaltjarél sz6lo
képlet szerint

Megjegyzés : Meg kell azt is vizsgdlni, hogy van-e inverze az adott fliggvénynek. A derivaltfiiggvény

vizsgdlatabol kideriil, hogy az egész szdmegyenesen nem invertalhat6 f(x), hiszen ¢ —g—ben lokalis

szigord maximuma, 0-ban minimuma van, ez€rt nem szigordan monoton. Viszont az 1-et tartalmazé
(0, 00) félegyenesen f(z) szigordan monoton n6vo, ezért itt invertalhato.

9.16. Mivel arctg x a tg x fiiggvény inverze, ezért

1
tg/ (arctg z)

1
1+ tg%(arctgx)’

(arctgx) = = cos’(arctgz) =
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9.51.

9.55.

9.72.

Mivel tg(arctg x) = z, ezért
1
1+ a2

(arctgx) =

y=e"+xe (1) =(1—x)e "

Keressiik meg a derivdlt gyokeit. A (1 — x)e™® = 0 egyenletbdl kapjuk, hogy © = 1, ezért a fiigg-
vénynek csak a ¢ = 1-ben lehet lokalis széls6értéke.

Mivel ¢/(x) > Ohax < 1ésy/(z) < 0, hax > 1, ezért a fiiggvénynek lokdlis szigori maximu-
ma van és itt az érték e!. A fiiggvény tovabbi vizsgalatabol az is kideriil, hogy ez egyben abszolit
maximuma is a fiiggvénynek.

Legyen f(z) = x° — 122. Az f(x) fliggvénynek ott lehet abszoliit szélséértéke (maximuma vagy mi-
nimuma) ahol a derivélt nulla, vagy pedig a zart intervallum végpontjaiban. Keressiik meg a derivalt
gyokeit:

fl(z) = (2 —122) = 32> - 12 =0
A két gyok:
T = —288 19 = 2.
A [—10; 3] intervallum esetén:
f(—10) = —880, f(—2) =16, f(2)=-16, f(3)=-9

Igy tehdt a [—10; 3] intervallumon az f(x) = x* — 12z fiiggvény abszolit minimuma —880 az = =
= —10 pontban, abszolit maximuma pedig 16 az x = —2 pontban.

A [0; 3] intervallum esetén:

f0)=0, f(2)=-16, f(3)=-9.
(Mivel a —2 nem esik bele a vizsgélt intervallumba, ezért az itt felvett fiiggvényértéket nem vessziik

szamitasba!)

Igy tehat a [0; 3] intervallumon az f(z) = 2 — 12z fiiggvény abszolit minimuma —16 az 2 = 2
pontban, abszolit maximuma pedig 0 az x = 0 pontban.

A henger felszine és térfogata
F=271R?4+2mmR, V =mR*r.

A térfogat képletébdl fejezziik ki m-et és helyettesitsiik be a felszin képletébe:

Vv 2V

=— F(R) =2rR*+=—

m= 0 (R) =27R" + I

Mivel az F'(R) fiiggvény a (0, oo) nyilt félegyenesen van értelmezve, itt végig pozitiv, 0-hoz kozeli

(kicsi) illetve oco-hez kozeli (nagy) R-ek esetén F'(R) értéke "nagy", ezért a keresett abszoldt mini-
mum egyben lokdlis minimum is. Keressiik meg tehdt az F'( R) fiiggvény derivéltjanak a gyokeit:

\% 3/ V
=\

Tehat az adott V' térfogati egyenes korhenger felszine akkor minimaélis, ha

v
_3_
R—\/QW.

Szamoljuk ki az ehhez a sugdrhoz tartozé magassagot, illetve a magassag és az atmér$ ardnyat:

2
F'(R) = 47R — R—Z =0, azaz 2R =
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Y 1% m

R2- V7 2R

Tehat annak a hengernek a felszine minimadlis, amelynek az dtmér&je megegyezik a magassaggal !

Megjegyzés:

Annak beldtdsa, hogy az F'(R) figgvénynek van abszoldt minimuma még hdtra van, az errdl sz616
fenti "okoskodds" semmiképp sem tekinthetd bizonyitdsnak. Lassunk tehat egy korrekt bizonyitast:

Legyen [, = F(1) = 2r + 2V. Mivel lim F(R) = lim F(R) = oo, ezért megadhat6 egy 0 <
R—+0 R—o00

<a<1ésegyl < bigy, hogy R € (0,al illetve R € [b, 00) esetén F'(R) > Fy. A Weierstrass-tétel
szerint az F'(R) fiiggvénynek van minimuma az [a, b] zdrt intervallumon. Az a és b megvélasztdsa
miatt ez a minimum az egész (0, c0) félegyenesen is minimum, és mivel ez a minimum-hely nem
lehet az [a, b] intervallum egyik végpontja sem, ezért ez egyben lokélis minimum is. Itt tehat a derivalt
nulla. [lyen hely azonban az egész félegyenesen csak egy van, tehat ez a keresett minimumhoz tartozé
Sugar.

10. Tobbvaltozos fiiggvények

10.1. (a) — (B), (b) — (D), (¢) — (C), (d) — (F), (&) — (A), (f) — (E)
11. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

11.2. /Sin(x +3)dr = —cos(x +3)+C

11.8. /xcosxdx:xsinx—/l-sinxdx:xsinx+cosx—|—0

12. Hatarozott integral

3
373
8 19
12.1. /x2dx:{x—} _g_%_2%
3 =2 3

13. A hatarozott integral alkalmazasai

13.1. A keresett sikidomot az f(x) = —x + 3 parabola és az z tengelynek az f(z) gyokei kozotti szakasza
hatérolja. Keressiik meg el8szor az f(x) gyokeit:

—x2+3:(), T =—V3, x2:\/§
A Kkeresett triilet:

V3

3 V3

3v3
T:/(x2+3)dx:{%+3x] :2<7f+3\/§>:8\/§
z=—/3

-3

14. Tobbvaltozos fiiggvények integralasa

3 1 3 1

14.1. //(x+y)dxdy:/ /(x+y)dx dy:/{%zjtxy]xody:

1 0
3 /1 y y23
g o=5+%]
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1 1 1 2

14.3. // "t dady = /ex dx | - /ey dy | = /e”” de | = ([e“”](l))2 =(e—1)
T 0 0

0

14.6. Alkalmazzuk a korlapokra vonatkozo transzformécids képletet:

27

2
//xydxdy—/ /T(rcosgo—i-l)(rsingo—l)dgp dr =

0

2w

2
(2

/ /(T sin(2¢) +r2(singo—cos<p)—r> do | dr =

0

(/ “dr sm(290) de | + /27"2 dr 7(Sing0—cos o do | -
(Oerdr) (Ofld¢> _

l\DI‘S

2m
=— /rdr /1dg0 = —47
0 0

Felhasznéltuk, hogy a sin(2¢) és a (sin ¢ — cos ¢) fiiggvények primitiv fiiggvényei 27 szerint perio-
dikusak, ezért megvaltozasuk a [0,27] intervallumon 0.

15. Szamsorozatok konvergenciaja

15.1. Belatjuk, hogy inf A = 0. Nyilvanvald, hogy a 0 alsé korlatja A-nak, hiszen A minden eleme pozitiv.
Be kell latni, hogy 0 a legnagyobb also korlat, azaz ha € > 0 tetsz8leges pozitiv szdm, akkor € nem
als6 korldtja az A halmaznak. Ehhez minden £ > 0-hoz meg kell adnunk az A halmaz egy a € A
elemét ugy, hogy a < ¢.

Legyen tehdt € > 0 tetsz6leges. Valasszuk az n és m természetes szamokat:

2
n=m= |—|+ 1L
€
n és m valasztdsa miatt n = m > — ésigy
€

1

1
a=—+—<ot5=¢

g€ €
2 2

és persze a € A

15.2. Be kell latni, hogy tetszdleges ¢ > 0 szdmhoz taldlhaté megfeleld n, kiiszobindex. Legyen tehat
e > ( tetsz6leges pozitiv szam.

1
Nng = |:—:| —|—1
€
1 1 1 1 1
Ekkor ng > —, ésigy — < e. De akkor n > ng esetén — > — < . Mivel — > 0, ezért
Un) n Un n
1 1
——0’ =—<g,
n

tehat ng tényleg j6 kiiszobindex.
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15.20. A sorozat szamldldja is €s nevezdje is oo-hez tart. Osszuk el a szdmlalot is és a nevez6t is a nevezd
"nagysagrendjével", n?-el:
1 1

Y i | 1
=+ /1+—
n n

Itt az "4j" szamlalo és nevezd 1-hez tart a konvergens sorozatok miiveleti szabdlyai szerint. Ezért

a, — 1.

15.23. 1< V2t +1<V3n2= 13- (¥n)

A nevezetes sorozatok hatdrértékeirdl sz616 allitds szerint ¥/3 — 1és {/n — 1. A miiveleti szabdlyok
szerint az egyenlGtlenség jobb oldala 1-hez tart. Ezért alkalmazhat6 a rendor szabdly, és igy

a, — 1.

15.26. 1) Monotonitds: Alkalmazzuk a szdmtani-mértani kozép egyenltlenséget az

1 1 1
1, 1+—, 1+4+—, ..., 1+-—
n n n
szamokra (6sszesen n + 1 darab szamra).
1
n 1+n-<1+—> 19 1
il (1e =) < LV . T
n n+1 n+1 n+1

Mindkét oldalt n 4 1-edik hatvanyra emelve

1 n 1 n+1
(en) = (i)
n n—+1

2) Felso korlat: Alkalmazzuk a szamtani-mértani koz€ép egyenlGtlenséget az

L L 1—1—1 1—|—1 1+1
27 27 n? n? ct

n
szamokra (6sszesen n + 2 darab szamra).

n+\2/3'1. <1+1>"§ 1/241/24n(l+1/n)

2 2 n n+2

Mindkét oldalt n 4 2-edik hatvanyra emelve

1 1\" 1\"
—(1+—) §1”+2:1ésigy(1+—) < 4.
4 n n

16. Numerikus sorok

2 3
16.3. L =—ésb=—.
egyena = - €s :
P D DD DL
n=0 n=0 n=0
Mivel 0 < a,b < 1, a jobboldalon két konvergens geometriai sor dsszege szerepel, ezért
i2”+3n_ L 1 5.5
~ 5 1l-a 1-b 3 2
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16.5.

16.14.

16.17.

16.20.

17.

17.1.

Alkalmazzuk a gyok kritériumot az a,, = n?q" tagokbél 4116 numerikus sorra:
Va, = ({’/5)2-q—>q<1.
Igy teht a fenti sor konvergens.
|
Alkalmazzuk a hanyados kritériumot az a,, = il tagokbol 4116 numerikus sorra:
nn

n 1! " 1 1 1 1 1

<1+%>n (n+1) <1+%>n ¢

a,  nl (n+1)" (n+1)

) 1 )
Mivel — < 1, ezért a sor konvergens.
e

Megjegyzés: Amennyiben a gyokkritériumot szeretnénk alkalmazni, a b, = v/a, = —— sorozat
n

hatarértékét kéne kiszamitani. Megmutathatd, hogy ez is —, de ez jéval nehezebb, mint az el6z6
e
megoldas.

A fenti sorban a nevezd "nagysédgrendje” n®, a szdmldl6 "nagysagrendje" pedig n?. Alkalmazzuk a
nagysagrendi kritériumot az

P 43n+7 b —
tomS+1+2011 "

szereposztas mellett.

a

an (M +3n+7)-n

b, /n®+1+2011

Osszuk el az gy felirt tort szamlal6jat és nevez6jét n-el:
3 7

1+ -+ = N 1
In D0’ el VUL 1y
bn 1 2011 n? n’

1+ —+—

n n
A fenti tort szamlédlgja és nevezdje is 1-hez tart, ezért - — 1. Mivel a Z — harmonikus sor diver-
n n
n=1
n?+3n+7

oo
gens, ezért a nagysdgrendi kritérium szerint a E

n=1

sor divergens.

vnb 41+ 2011

o0
Ezt az integral kritérium segitségével konnyen belathatjuk, hiszen / — pontosan akkor konvergens,
x
1

haa > 1.

Hatvanysorok, Taylor sor

1

/ :t /:

Fa) = (gz) = —o

Fi(a) = (tgoy = (=) =22
— W T \Costz ) T “costa
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cosb x costx costx

. ! . . .
sin x 2(3084 x + 3sin? x cos? x cos?z + 3sin’x 5 1+ 2sin’x
cos® x

f///( ) (tgx)/// _ (2

Tehéat f(0) =0, f/(0) =1, f”(0) =0, f”(0) = 2. Tehat a 3-adik Taylor-polinom
3

to(z) = = + %

Mivel tg x paratlan fiiggvény, ezért a negyedik derivaltja a 0-ban 0. Tehét a fenti polinom egyben a
negyedik Taylor-polinom is, ¢3(x) = t4(z).

17.5. V/|an| = Vn? = (/n)* — 1. Igy tehat R = 1.
lant1]  ((n+1)1)* (2n)! (n+1)2 1 )
17.6. = : = — —. Ezért R = 4.
o] 2nt2)! () @n+1)@nr2) 4 et
17.20. Bovitsiik a fiiggvényt 1 — z-el:
11—z 1—x
I = ey 1=
Felhaszndlva a geometriai sort, = helyébe -6t irva
1—x3 Zx3n ha |z| < 1.
Ezért
_ 1 3n 3n+1 __ G k
f<x)_1_x3_ 1_I3 Zx Z:C ;akx’
ahol
1 hak=3n
ar=4< —1 hak=3n+1
0 hak=3n+2
1 )
17.21. /——— — 1, tehat R = 1.
n(n+1)
S = "
Legyen g(z) =z - f(z) = ; oy Tagonkénti derivéldssal ¢'( F
oo oo 1
U — n—1 _ k _
jabb derivaldssal ¢”(x) Z x Z x T~
n=1 k=0
1
Ezért ¢'(x) = / 1 dr=—In(1—2x), g(x)= —/ln(l —z)dr=z+ (1 —z)In(l — z).
—x

. 1-—
Igy tehat  f(z) =1+ ’

17.22. /n — 1, tehdt R = 1.

Legyen g(x Z nz"
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Legyen h(x) az a primitiv figgvénye g(z)-nek, amelyre h(0) = 0. Ezt a fiiggvényt a hatvanysor
tagonkénti integraldsaval kaphatjuk meg:

> 1 ) 1
h(z) = Zﬂﬂn =1z 1= % Igy tehdt g(z) = W'(v) = ———, ezért
n=1

1— (1—=)

X

f(x)zf'g(ﬁ):m-

17.23. {/n(n+1) — 1, tehdt R = 1.

Legyen g(z) az a primitiv fiiggvénye f(x)-nek, amelyre g(0) = 0. Ezt a fiiggvényt a hatvanysor
tagonkénti integraldsaval kaphatjuk meg:

g(x) = ; nz"t =g ; na". Az el6z6 feladat eredményét felhasznalva g(z) = ﬂf—x)z
Innen mar konnyen kapjuk f(x)-et:
20(1 —x)? +22%(1 — x (1 — )+ 22 x
() = () = (1—=) 4( ) _ ol )3 _ '
(1—2x) (1—2) (1—=x)
18. Fourier-sorok
18.2. Mivel sgn x pératlan, ezért minden a,, = 0.
7 7 4 )
1 9 9 — han pératlan
bn:—/sgnxsinnxd:ﬁ:—/sinnxdx:——[cosnx]g: m
™ 7r ™
-7 0 0  han péros

Mivel a sgn «x fiiggvény szakaszonként folytonosan derivédlhat6 és 0-ban az érték a két "féloldali"
hatarérték szamtani kozepe, ezért a Fourier-sora elGéllitja a (—, 7) intervallumon.

4 N sin(2k + 1
sgnx—;Z% ha —1 < x < .
k=0

18.8. (a) Ez a fiiggvény pdratlan figgvény, azaz f(—z) = — f(x). ezért minden a,, = 0.

27 2
T—x . T—x 1 S| x—T SO
sinnrdr = |— - —COSNT — — [ cosnxdx = COS NI = —
2 2 n 0 2n 2n 0 n
0 0
Igy tehat
27
1 — 1
bn:—/ﬂ xsinnxd:c:—.
T 2 n

0

Mivel az f(z) fiiggvény szakaszonként folytonosan derivdlhatd, azért (0,27)-n, a folytonossagi
helyein a fiiggvényt el6dllitja a Fourier-sora.

oo .
T—x sinnx
= , ha 0<x<2m.
2 Z n

n=1
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(b) Az el6z6 Fourier-sorfejtésben irjunk = helyébe g—t.

: , ™ [ (=)™ hak=2n+1 .
Mivel sin <k§> = { 0 ha k — 2n , ezért

T > 1
— = 1" .
4 nZ:O( )Zn—i—l

18.9. (a) Mivel f paros fiiggvény,

™

1
b, = — / 2sinnx dr = 0, azaz a b,-ek mind nulldk.

1 7 1 317 2
ap = — xde:—{x—] =T

ha n > 0, kétszer parcidlisan integralva kapjuk, hogy

i - i
9 1, . 2 )
zecosnrdr = |—x°sinnz — — [ xsinnzxdxr =
n n
—T

—Tr —Tr

2 T 2 r n47T 2 X - n47T
T2 [z cosnz]”  — 2 /COSHQ? de = (—1) FoR— [sinnz]” = (-1)"—.

—T

Igy tehdt n > 0 esetén

1, 4
n = — d g —1 n__
a 7T/ cosnrdr = (—1) e

Mivel Z —, konvergens, ezért f Fourier-sora egyenletesen konvergens a Weierstrass-kritérium
szerint €s mivel f folytonos, a Fourier-sora eldéllitja a fiiggvényt.

2 o0
=Tt S () h-r <o
n=1

7

(b) Ha az el6z6 Fourier-sorban z helyébe 7-t {frunk és felhasznéljuk, hogy cosnm = (—1)" kapjuk,

hogy
2 [o@)
g T 1
= 4.§ —
m 3+ n:1n2

Atrendezés utan pedig
n? 6

n=1

19. Linearis vektorterek

19.3. (a) Azelsé tényezd oszlopainak szdma meg kell, hogy egyezzen a masodik tényezd sorainak szama-
val. Ezért csak a BA szorzds nem értelmes.
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(b)
B | 1 2 3

| -2 4 3 1
A | 5 0 -6 2 17 —10 —18 5
—— —— —— | —— —— —— —— TehdétC=|(-15 8 -9 3
1 -3 2 | 17 -10 —-18 5 24 28 -9 33
2 1 -3 ] -15 8 -9 3
4 6 | 24 28 -9 33

19.4. Vonjuk ki az els6 sort a masodikbdl és adjuk hozzd a negyedik sorhoz az elsé sor kétszeresét:

2 1 -1 2
-1 0 4 =3
b= 2 0 1 -1
3 0 1 1

A mdésodik oszlop szerint fejtsiik ki a determindnst:

-1 4 -3
D=—|2 1 —1|=" M4 M2t =2-4-54+3-(-1)=2-20-3 =21
1 1 3 1 31
3 1 1
Tehat D = —21
19.8. Szamoljuk ki az A matrix determindnsat:
3 -1 0
det(A)=|-2 1 2/ =3/ 1 24|72 2 =3.6-12-¢
5 1 4 -1 4 2 4

Szamoljuk ki az adjungdlt aldetermindnsakbdl dll6 A* matrixot és ennek a transzpondltjat, A-t:

6 12 0 R 6 4 -2

Ar=14 12 1], A=[12 12 —6

-2 —6 1 0 1 1
L6 4 -2
Igytehat A1 =—[12 12 —6
6\o 1 1

19.12. Irjuk fel a karakterisztikus polinomot :

2— A —1 —1
PO =det(A—M)=| 0 —1-X 0 |=—(2-N)1+N1-)
0 2 1—A

Ennek gyokei, a sajatértékek:
A =2, =—-1, A 3=1

Irjuk fel és oldjuk meg a \; = 2-hoz tartoz6 linedris homogén egyenletrendszert:

-y — z =0
—3y = 0 Innen z tetszbleges, vilasszuk 1-nek, y = 0 és z = 0.
2y — z =0

Tehdt a \; = 2-hoz tartozé (egyik) sajatvektor sorvektor alakban frva: v, = (1,0,0)

_ 65— U



Matematika feladatgyijtemény kémikusoknak Megoldasok

Irjuk fel és oldjuk meg a \; = —1-hez tartozé linedris homogén egyenletrendszert:
3r — y — z =0
0 = 0 Innenz =0,y = —=z. Valasszuk y-t 1-nek.

2y + 2z = 0
Tehdt a A, = —1-hez tartoz6 (egyik) sajatvektor sorvektor alakban frva: vy = (0,1, —1)

Irjuk fel és oldjuk meg a \; = 1-hez tartozé linedris homogén egyenletrendszert :

xr — y — z =0
—2y = 0 Innenxz = z, y = 0. Valasszuk x-t 1-nek.
2y = 0

Tehdt a A3 = 1-hez tartozé (egyik) sajatvektor sorvektor alakban irva: vz = (1,0, —1)

20. Differencialegyenletek

20.1.

20.7.

Ez egy szeparalhat6 differencidlegyenlet. Atrendezés utén:

Y 1. dy dx
1—y2:_1—x2’ﬂletve/1—y2:_/1—x2

d 1 1 1 1.1
[ S PR P e
1—y2 2 l—y 1+y 2 1—y

A masik oldalon is elvégezve az integrilast kapjuk, hogy
%lni—z = %lnili —i—%lnc.
Egyszer(sitések és a két oldal e hatvanyra emelésével
1+y 1—=x
1—y DR

innen

Newton torvénye szerint a test leh{ilési sebessége ardnyos a test és kornyezete homérsékletének kii-
lonbségével. A kenyér lehiilésének differencidlegyenlete tehat a kovetkezd:

dr

— =k(T - T

= K(T-T))
ahol T' a kenyér homérséklete °C-ban, T a levegé homérséklete (a mi esetiinkben 25°C), k egy
aranyossagi tényez0, ami ebben az alakban negativ, F T’ pedig a kenyér lehtilési sebessége.

A valtozokat szétvalasztva:
dT
T -1,
Mindkét oldalt integralva

dT
/T_To—k/dr

vagyis
ID(T — To) =kt+InC

= kdr

azaz
Tt)=Ce"+Ty=C (ek)t +Th
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20.8.

Hatarozzuk meg a C' dllandét:
Ha ¢t = 0 id6pontban 7" = 100, azaz 7'(0) = 100 = C' + 25. Innen
C=175

Hitra van még a k anyagi llandd, illetve az e* kifejezés meghatdrozasa. Ehhez azt hasznéljuk fel,
hogy ismert a T" értéke a ¢t = 20 idSpontban is:

T(20) = 60 = 75¢2 + 25 = 75 (e¥)™ + 25

innen

=~
k— _
= ()

A kenyér lehtilési folyamatanak egyenlete feladatunk feltételei mellett:

rows (1) 4o
SOR

Keressiik azt a ¢ idépontot, amikor 7" = 30:

T\
30275(—) + 25

15
—20In15
I t=———~7T1 .
nnen T —Inlh 71 perc

A tartdlyban a ¢ idGpontban a sé koncentraciéja q(t), ezért At id6 alatt a tartdlybol vAtq(t) mennyisé-
gli s6 folyik ki. (Mivel adott id6 alatt a tartdlyba ugyanannyi folyadék folyik be, mint ki, a tartdlyban
alland6an V' liter folyadék lesz, ezért a kifolyt keverékben levé viz mennyiségével nem kell fog-
lalkoznunk.) A tartdlyba At id6 alatt vAtp mennyiségli sé keriil be a tartaly feletti csapbdl. Tehat
At id6 alatt a tartdlyban levé s6 mennyiségének a megvaltozdsa vAtp — vAtq(t), a koncentracid
megvaltozasa

Aq(t)  vAtp —vAtq(t)

At At

lesz. A At — 0 hatdratmenettel differencidlegyenletet kapunk a ¢(¢) fiiggvényre:

¢ (t) = vp — vq(t) illetve dtrendezés utén

q'(t) +vq(t) = vp.
Ez egy elsGrendd linedris differencidl egyenlet. A homogén rész ¢'(t) + vq(t) = 0 egy megoldédsa
az e~ ! fiiggvény. Ha az inhomogén egyenlet egy partikuldris megold4sat konstans alakban keressiik,
akkor kapjuk a p konstans fiiggvényt, ez az az eset, amikor a koncentraciot dllandé szinten tartjuk. A
differencidlegyenlet altaldnos megoldésa tehdt:

q(t) =p+ce™
ahol c tetszbleges valos szdm. Mivel kezdetben csak viz volt a tartalyban, ezért

q(0) =0
Ha tehdt az 4ltaldnos megoldasba behelyettesitjiik a ¢ = 0 id6pontot, akkor kapunk c-re egy egyenle-
tet: 0 = p + ¢, azaz ¢ = —p. A keresett megoldas tehat

= op— vq(t)

q(t) = p — pe " vagy masképp irva q(t) = p(1 — ™).

Latni tehat, hogy az idedlis stabil dllapotot, amikor a koncentracié nem véltozik, soha nem érhet6 el.
Persze a megoldas ¢ fiiggvényében olyan gyorsan tart a konstans p fiiggvényhez, hogy elég rovid 1d6
utdn a koncentracio valtozasa nem mérhetd €s igy dllandonak tekinthetd. De ha példdul benzinhez ke-
vernek adalékanyagokat az oktdnszdm novelése miatt, hat elég rosszul jar az az autés, aki a folyamat

elején tankol.

Az alébbi fliggvény grafikon a p = 1, v = 2 esetben dbrazolja a folyamatot:
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20.9.

0,84

0,64

0,44

0,2

Latni tehat, hogy két perc elteltével a koncentracié 1ényegében nem valtozik.

A véltozok szétvdlasztdsa utdn az integral :

/m—%ﬁ—m):K/dt

A bal oldalon szerepl6 integrandust bontsuk parcidlis tortekre:
1 A B

(@a—m)b—m) a-m  b—m
azaz

1=A(b—-m)+ B(a—m)

A két oldal egyiitthatdinak Osszehasonlitdsa utdan a kovetkezd linedris egyenletrendszert kapjuk az
ismeretlen A-ra és B-re:

1=0A+aB
0=-mA—-mB
A masodik egyenletbdl B = — A, és igy

1 1
A=— , b=
a—>b a—>b
Elvégezve az integralast és a jobb oldalon bejovd konstanst alkalmas alakban irva:
1 a—m 1
1 = Kt InC

a—b b—m + a0
Atalakitds utdn:

a—m _ C@K(a_b)t

b—m

C' meghatdrozasdhoz haszndljuk fel az m(0) = 0 kezdeti feltételt, amibdl kapjuk, hogy

a
C=-
b

Mivel a feladatban egy bizonyos id6pont meghatarozasa szerepel, érdemes a ¢ idot kifejezni m segit-
ségével:

t= In
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20.10.

20.11.

20.12.

20.13.

20.20.

A még ismeretlen K ardnyosségi tényez6t az m(23) = 0,1a = 0,1 - 0,01 = 0,001 feltételbdl hatdroz-
hatjuk meg, amelyre a szamoladsok elvégzése utan kapjuk, hogy

K ~ 3,19
A kapott K szamértéket behelyettesitve, valamint m helyébe m = 0,15a = 0,0015-6t irva

T ~ 47,9 perc.

Tehat az etil-acetat mennyisége kozelitdleg 48 perc alatt csokken 15 %-kal.
kb. 18,1 kg

kb. 0,17%

kb. 0,124%

Ez egy els6rendi linedris inhomogén differencidlegyenlet. Oldjuk meg el8szor a megfeleld homogén
egyenletet:

y—2=0
xXr
A valtozok szétvalasztasa utan
/ 1 ) d
LA —, integralalakban: / 9 _
Yy x y

A homogén rész megoldasa tehét

dx
ot

Yp =C- .
Kétféleképp is kereshetjiik partikuldris megoldasat az inhomogén egyenletnek :
1) Keressiik y, = az® + ba? alakban. Ekkor

3ax® + 2bx — ax® — bx = 22 + & azaz 2ax’ + br = 22° + x
Innen a = 1és b =1, ezért y, = a° + z°.

2) Az "dllandé varidldsanak" moédszerével keressiik a partikuldris megoldast y, = ¢(z) - = alakban. A
behelyettesités utdn

d-x=22%+x,azaz d = 2x + 1 ésigy c(x) = 2 + z.
Ezért az el6z6 megolddsnak megfelelden y, = 23 + 22
Az egyenlet altalanos megoldésa tehét:

y=a"+2>+c-

A feltétel szerint az (z,y) pontban hiizott érintGsza-
kaszt, azaz az y-tengellyel val6 (0, b) metszéspont és
az z-tengellyel val6 (a,0) metszéspont kozotti sza-

kaszt felezi az (x, y) pont. Eszerint
b—y=vy, a—x=ux,azazb=2y, a=2x.

Felhasznélva, hogy az érint6 meredeksége — = —v/,
a

a két egyenlet hanyadosaként kapjuk, hogy

—y = Y azaz v+ Y _o,
x x
Ez egy els6rendd homogén linedris differencidlegyen-

let, amelynek altaldnos megoldédsa
c
y=—.
x

_69_ U



Matematika feladatgyijtemény kémikusoknak Megoldasok

20.27.

20.30.

A masodrendd alland6 egyiitthatds linedris differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete :
M—-A—6=0

Ennek gyokei \; = 3 és \y = —2. [gy a megfelel homogén egyenlet dltaldnos megolddsa:
Yn = 16> 4 coe

Keressiik az egyenlet egy partikuldris megolddsat y, = ax® + bz + ¢ alakban. Az egyletbe valé
behelyettesités utdn

2a — (2ax + b) — 6(az® + bx + ¢) = 2*
A baloldalt dtrendezve
—6ar® — (2a + 6b)z + (2a — 6¢) = 2°

Az egyiitthatok 0sszehasonlitdsdval a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk a, b és c-re:

1= —6a
0= 2a+ 6b
0 = 2a — 6¢
1 1 1 . > o1k . p
Innen a = —5 b= I8’ c= T A differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa tehat
1 1 1
y= —6x2 + w13 + 167 + coe "
Jelolje
x 011 2
x=|(y], A=11 0 1}, b=12
z 110 2
Ekkor az egyenletrendszer vektoridlis alakban
X —Ax =b

Keressiik meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. A sajatértékekre a kovetkez$ egyenletet
kapjuk:

-2 1 1
1 =X 1|=0
11 =X
Az A maétrix sajatértékei: A\; = Ay = —1 (kétszeres sajatérték), és A3 = 2 Sajatvektorai pedig
1 1 1
vi=\|-1], vo=101], v3=11
0 -1 1

Keressiik az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris x , megoldasat konstans vektor alakjéban.
Azt kapjuk, hogy

A linedris differencidlegyenletrendszer dltaldnos megolddsa vektoridlis alakban:
X = Cl€_tV 1+ CQB_tVQ + CgGQth + Xp
Az eredményt felirhatjuk koordindtdnként:

T = (c; +cr)et +cze® —1, y=—cre '+ cze?t — 1, 2= —coe T ezt — 1
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20.31.

A t id6pontban a P és a () anyag keletkezésének sebessége a kovetkezd:
t=k(a—z—y)
y = kala—2z—y)

mert eddig a pillanatig az A anyagbdl még a — = — y maradt felbomlatlanul. Az egyenleteket atren-
dezve

T+ kl.’E + k:ly = akl
y + k‘gl’ + kgy = ak‘g
e x ki Ky 5}
Jelolje x = , K = , b= . Ekkor
ex=(0) =)o ()
X+Kx=a-b
A K matrix sajatértékei 0 és k1 + ko, a megfeleld sajatvektorok ( 11> és (Zl) Egy partikularis
- 2

a
0

x=a+cr+ cpkie PRI Y = —c1 + cokge™kr1Tk2)t

megoldas példaul az ( ) konstans vektor. Az egyenlet dltalinos megolddsa koordindtanként felirva:

Hatdrozzuk meg az ismeretlen paramétereket ! Mivel a feltételek szerint
O:CL’(O) :a+61+02k1
0=y(0) = —c; + coko

ezért a aks és igy némi atalakitds utdn
28rtcy = ———, ¢ = — ,€s1 i itds u
2T Ttk T k2
aky —(k1+k2)t aks —(k1+k2)t
= — 5 = ]_ — 1 2
e ) V(e )
A még ismeretlen k; és ky paramétereket a masodik feltételbdl hatarozhatjuk meg:
3 (11{31
)= 2g = 1 — ¢~ (kitkz)
=5 )
1 Gkg
1) = —q — 1 — ¢~ (k1tk2)
v =50 = rm e )

Mindkét egyenletet a-val egyszerdsitve, majd az elsd egyenletet elosztva a masodikkal, azt kapjuk,
hogy

k
k:_l = 3, azaz ky = 3ky, k1 + ky = 4;2. Az médsodik egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy
2

1 3

kQ = ZIHQ, kl = ZIHQ, k1+k2:1H2

Az eredményeket beirva a megoldésba, azt kapjuk, hogy

3 1 1 1

21. Tobbvaltozoés leképezések

21.1.

Szamoljuk ki az érintGegyenes v irdnyvektordt, azaz a gorbe derivaltvektorat a ¢ = 2 paraméterérték
esetén:

r(t)=(t—-3)i+ (" +1)j+t’k
r(t) =i+ 2tj + 2tk
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Azirdnyvektor: v =r (2) =i +4j +4k

Az érintési pont: rg =1 (2) = —i + 5j + 4k

Az érintd irdnyvektoros alakja:
ro+vt=(t—-1)i+(4+5)j+4t+4k

22. Vonalintegral

22.1.

22.2.

22.5.

A C gorbe paraméteres alakja:
r(t)=ti +t%, —-1<t<l1
azaz
r=t y=t de=x2(t)=1dy=yt)=2t, —-1<t<1

A vonalintegral kiszdmolasarol sz616 képlet szerint:
1

/(:;;2 —2zy) dx + (y* — 2zy) dy = / (% —26%) - 1+ ((¢* —2%) - 2t] dt =
C -1

1
1
:/(t2—3t3—2t4+t5)dt=F—?’—%—2—t5+ﬂ :g_

-1

Az ellipszis természetes paraméterezésként valasszuk az:
r=uacost, y=asint, 0<t<27
paraméterezést. Ekkor dz illetve dy helyébe
dr = asint, dy = acost
keriil. Igy az integrél visszavezethet$ egyvaltozés Riemann-integralra:
27
}{(a: +y)de + (x —y)dy = /a2[—(cost +sint)sint 4 (cost — sint) cost] dt =

C 0
2w 2

= a? /(—2 sintcost + cos®t — sin®t) dt = a? /(cos 2t —sin2t) dt =0
0 0
Megjegyzés:

2 2

Konnyen lathat6, hogy az U(x,y) = % +ay — ‘% fiiggvény primitiv fiiggvénye az integrandusnak,
ezért a korintegral értéke 0.

Keressiink egy olyan z(z, y) kétviltozos fiiggvényt, amelyre

2z, y) = pr,y) = 2° + 20y — v, 2 (z,y) = q(z,y) = 2° — 2y — ¢

3
z(z,y) = /p(-%’, y) dz = /(:L’2 + 2zy — y*) dx = % + 2%y — xy® + g(y)

Itt g(y) egyenl6re ismeretlen (derivdlhatd) fiiggvénye y-nak. Erre a z(z,y) fiiggvényre teljesiilnie
kell, hogy

zy(w,y) = 2% = 20y + ¢'(y) = q(z,y) = 2° — 20y —
Ebbdl az egyenletbdl
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y3

9(y) =~y ezérigly) = -5 + C.
Igy tehdt az 6sszes primitiv fiiggvény
3 3
4%w=¥%+x@—xf—%;+0
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